
معناشناسͬ ادامه ی نهم، جلسه ١

که نگاشتهایی از استفاده با و ساختارها در زبان ترمهای که گفتیم پرداختیم. اول مرتبه ی ̞ͬ منطق معناشناس به گذشته جلسه ی در

مانند تابعͬ تعبیر، نگاشت هر که گفتیم نیز ͬ شوند. م معنا ͬ کنند، م تعبیر را متغیرها

β : {v٠, v١, . . .} → A

بودن «درست مفهوم ͬ خواهیم م جلسه این در است. A ساختار L ͷی جهان آن بردِ و متغیرهاست مجموعه ی آن دامنه که است

کنیم. تعریف را ساختار ͷدری فرمول» ͷی

از منظور باشد. ،A ساختارِ جهانِ ،A در متغیرها تعبیرِ نگاشت ͷی و β ساختار، L ͷی A فرمول، L ͷی φ کنید فرض

دقیق را تعریف همین زیر در است. درست A ساختار در متغیرها از β ارزیابی با φ فرمول که است این A |= φ[β] عبارت

کرده ایم.

ساختارِ در β ارزیابی̞ با φ فرمولِ ͬ شود: م خوانده (که A |= φ[β] عبارت ساختار). ͷی در فرمول ͷی بودن (درست ١ تعریف

ͬ شود: م تعریف زیر استقرایی صورت به است) درست A

.١

A |= t١ = t٢[β] ⇔ tA١ [β] = tA٢ [β]

باشند؛ برابر هم با ساختار این در t١, t٢ ترمهای تعبیرهای که است درست A ساختارِ در وقتͬ t١ = t٢ فرمولِ یعنͬ

.٢

A |= R(t١, · · · , tn)[β] ⇔ RA(tA١ [β], · · · , tAn [β])

رابطه ی یͺدیͽر با ساختار این در ti ترمهای تعبیرهای که است درست A ساختارِ در وقتͬ R(t١, . . . , tn) فرمولِ یعنͬ

باشند؛ داشته را RA

A ⊭ φ[β] هرگاه A |= ¬φ[β] .٣

.۴

A |= (ψ١ ∧ ψ٢)[β] ⇔ A |= ψ١[β] و A |= ψ٢[β]

تعبیر نگاشت ͷی β a
x

آن در که A |= ψ[β a
x
] که طوری به باشد موجود a ∈ A عنصر ͷی هرگاه A |= ∃xψ[β] .۵

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به که متغیرهاست

β
a

x
(v) =

 β(v) v ̸= x

a v = x

A |= (ψ١ → ψ٢)[β] ͬ کنیم م تعریف داد: تعمیم زیر صورت به نیز ͬͺکم ادوات سایر برای ͬ توان م را بالا تعریف

باشیم داشته a ∈ A هر برای هرگاه A |= ∀x ψ[β] ͬ کنیم م تعریف همچنین .A |= ψ٢[β] آنگاه A |= ψ١[β] اگر هرگاه

.A |= ψ[β a
x
]

هیچ تأثیرِ تحت x هرگاه است آزاد φ فرمول در x متغیر ͬ گوییم م پرداخته ایم. پایبند و آزاد متغیرهای تعریف به ادامه در

کنیم. بیان استقرائͬ و دقیق صورت به را تعریف این بیایید باشد. نگرفته قرار سوری

١



ͬ شود: م تعریف زیر استقرائͬ صورت به φ فرمول در x متغیر حضور بودن آزاد (متغیرآزاد). ٢ تعریف

که صورتͬ در (یعنͬ x ∈ var(t٢) یا x ∈ var(t١) هرگاه است آزاد φ برای x صورت این در φ = (t١ = t٢) اگر .١

باشد). ها ti از ͬͺی در رفته کار به متغیرهای از ͬͺی x

باشد. ها ti از ͬͺی های متغیرهای جزوِ x هرگاه است آزاد φ در x آنگاه φ = Rt١, · · · , tn اگر .٢

باشد. آزاد ψ در هرگاه است آزاد φ در x آنگاه φ = ¬ψ اگر .٣

باشد. آزاد ψ٢ در یا ψ١ در x هرگاه است آزاد φ در x آنگاه φ = (ψ١ ∧ ψ٢) اگر .۴

باشد. آزاد ψ در x و x ̸= y هرگاه است آزاد φ در x آنگاه φ = ∃yψ اگر .۵

ͬ نامیم. م پایبند نباشند، آزاد که را متغیرهایی

است. متناهͬ همواره φ فرمولِ ͷی آزاد های متغیر تعداد .٣ توجه

کنید. مشخص زیر فرمولهای در را پایبند و آزاد های متغیر .۴ مثال

∀v٠
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)
کنید. مراجعه درسها تارنمای در مدرس ریاضͬ مبانͬ جزوه به پایبند و آزاد های متغیر از بیشتر مثال های دیدن برای .۵ توجه

آنگاه کنند عمل یͺسان φ فرمولِ آزاد متغیرهای روی γ, β : {v٠, v١, . . .} → A های ارزیابی اگر .۶ لم

A |= φ[β] ⇔ A |= φ[γ]

بͽیرید: نظر در را زیر ارزیابی های .R = (R,+, ·) کنید فرض .٧ مثال

β : v٠ 7→ ١

v١ 7→ ٢

vi 7→ i i ̸= ١, ٢

y 7→ ۶

γ : v٠ 7→ ١

v١ 7→ ٢

٢



vi 7→ ١٠i i ̸= ١, ٢

y 7→ ١٠٠٠

که است واضح بͽیرید. نظر در را ∃y (y٢ + ٢y = ٠) ∧ (v٠ + v١ = ٢) و v٠ + v١ = v٢ فرمولهای حال

R |= v٠ + v١ = v٢[β] ⇔ R |= v٠ + v١ = v٢[γ]

R |= ∃y (y٢ + ٢y = ٠) ∧ (v٠ + v١ = ٢)[β] ⇔ R |= ∃y (y٢ + ٢y = ٠) ∧ (v٠ + v١ = ٢)[γ]

نکرده اند. بازی نقشͬ پایبند متغیرهای که کنید دقت دوم مورد در

ͬ کنیم. م ثابت فرمولها ساخت روی استقراء با را حͺم لم۶̧. اثباتِ

(و است واضح آنگاه باشند، ارزش هم t٢ و t١ در رفته کار به متغیرهای روی γ ، β و باشد t١ = t٢ صورت به φ اگر •

که کنید) تحقیق نیست واضح اگر

tA١ [β] = tA٢ [γ].

آنگاه باشند، یͺسان ها ti در رفته کار به متغیرهای روی β، γ ارزشهای و باشد Rt١, · · · , tn صورت به φ اگر •

RA(tA١ [γ], · · · , tAn [γ]) ⇔ RA(tA١ [β], · · · , tAn [β]) نتیجه در و ،tAi [β] = tAi [γ]

ͬ کنم. م رها تمرین عنوان به φ = ψ١ ∧ ψ٢ و φ = ¬ψ که را حالتهائͬ بررسͬ •

a ∈ A هرگاه A |= ∃xψ[β] کنند، آنگاه عمل یͺسان φ آزاد های متغیر روی γ و β و باشد ∃xψ صورت به φ اگر •

یͺسان ψ آزاد های متغیر روی β a
x

و γ a
x

های ارزیابی که کنید مشاهده حال .A |= ψ[β a
x
] که طوری به باشد موجود

به متغیرها همه ی روی γ a
x
, β a

x
و متفاوتند x در احتمالا˟ تنها ϕ آزادِ متغیرهای با ψ آزادِ متغیرهای زیرا کنند؛ مͬ عمل

استقراء فرض بنابر پس دارند. a مقدارِ دو هر تعریف به بنا هم x روی و ͬ کنند م عمل یͺسان فرض به بنا x از غیر

A |= ψ[β
a

x
] ⇔ A |= ψ[γ

a

x
].

.A |= ∃xψ[β] ⇔ A |= ∃xψ[γ] بنابراین

کلͬ: طور به ͬ نویسیم. نم را آن پایبند متغیرهای φ(x١, . . . , xn) صورت به فرمول ͷی نمایش در معمولا˟ که کنید دقت

که است این φ(x١, · · · , xn) نماد از منظور .٨ توجه

هستند. متمایز xi متغیرهای .١

هستند. {x١, · · · , xn} میان در φ فرمول آزاد های متغیر .٢

پرانتز در را آن است، نیامده فرمول در z متغیرِ که این با که کنید دقت ،φ(x, z) = ∃y x + y = ٠ فرمول در .٩ مثال

نوشته ایم.

٣



ͬ گوئیم. م جمله باشد، نداشته آزاد متغیر که فرمولͬ به .١٠ تعریف

حلقه هاست. زبان در جمله ͷی زیر فرمول .١١ مثال

∀a, b, c ∃x ax٢ + bx+ c = ٠

آن گاه باشند ها متغیر برای تعبیر تابع دو γ ، β و باشد جمله ͷی φ اگر قبلͬ لم بنابر

A |= φ[β] ⇔ A |= φ[γ].

باشیم داشته β ارزیابی هر) ازای به معادل بیان (به ͷی برای هرگاه A |= φ ͬ نویسیم م باشد، جمله ͷی φ اگر بنابراین

.A |= φ[β]

(در دهد رخ ͬ تواند نم هم با اینها دو هر و A |= ¬φ یا A |= φ آنگاه باشد Lساختار ͷی A و جمله ͷی φ اگر .١٢ توجه

دهد). رخ ͬ تواند نم تناقضͬ Lساختار ͷی داخل

را s ترم̧ ،t ترم در x متغیر جای به که است این t s
x

نماد از منظور باشند، ترم دو s, t و متغیر ͷی x کنید فرض .١٣ تعریف

کنیم. جایͽذاری

مثال برای

t(y) = ٢y + ٣ = ٠

s = y٢ + y + x

t
s

y
= ٢(y٢ + y + x) + ٣ = ٠

ͬ کنم. م سپاسͽزاری جلسه این جزوه ی تایپ بابت نیͷ آبادی امیر آقای از

۴
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