
نُرمال صورتهای و فشردگͬ قضیه ی از کاربرد ͷی پنجم جلسه ی ١

فشردگͬ قضیه ی از کاربرد ͷی ١ . ١

باشد گزاره ها منطق در گزاره ها از نامتناهͬ مجموعه ی ͷی Σ اگر گزاره ها، درمنطق فشردگͬ قضیه ی به بنا که ͬ کنم م یادآوری

طوری که به باشد موجود µ : M → {٠, ١} ارزیابی نگاشت ͷی φ١, ..., φn ∈ Σ گزاره ی متناهͬ تعداد هر برای و

هر برای که است موجود µ′
: M → {٠, ١} ارزیابی یعنͬ است؛ سازگار Σ آن گاه µ(φ١) = µ(φ٢) = ... = µ(φn) = ١

Σ از متناهͬ بخشͬ از تناقض˂ آن گاه باشد، گزاره ها از متناقض مجموعه ی ͷی Σ اگر دیͽر، بیان به .µ(φ) = ١ داریم φ ∈ Σ

است؟) معادل قبلͬ بیان با بیان این (چرا ͬ شود. م ناشͬ

ͷی µ ارزش تابع هر برای کنید فرض باشد. گزاره ها از نامتناهͬ مجموعه ای {A١, A٢, ...} کنید فرض (اردشیر) .١ تمرین

A١ ∨A٢ ∨ ... ∨Am طوری که به است موجود m ∈ N که دهید نشان .µ(Am) = ١ طوری که به باشد موجود Am گزاره ی

است. تاتولوژی

١)باشد. (ساده گراف ͷیG کنید فرض ͬ کنم. م بیان را فشردگͬ قضیه ی از کاربردی شما درخواست به بنا درس، ادامه ی در

رنگ های{رنگN،...،رنگ٢،رنگ١} میان از رنگ ͷی آن رأس هر به بتوان گاه هر است Nرنگ پذیر گراف ͷیGگراف ͬ گوییم م

کرده ایم. ثابت فشردگͬ از استفاده با را قضیه این زیر در نباشند. همرنگ مجاور رأس دو هیچ طوری که به داد نسبت

متناهͬ زیرگراف هر بودن رنگ پذیر N فرض با G گراف آنگاه باشد. نامتناهͬ گراف ͷی G کنید فرض (٢ (اردوش .١ قضیه

است. رنگ پذیر N آن، از

ͷی G کنید فرض است. همین مشابه نیز کلͬ حالت در اثبات ولͬ کرده ایم، ثابت N = ۴ که وقتͬ برای را قضیه اثبات.

بͽیرید: نظر در را زیر رنگهای مجموعه  ی باشد. ۴رنگ پذیر آن از متناهͬ زیرگراف هر و نامتناهͬ گراف

{سفید،مشͺͬ،زرد،سبز}

ͬ دهیم. م شرح گزاره ها از زیر مجموعه های در آن ۴رنگ پذیری امͺان همراه به را G گراف وضعیت

بͽیرید: نظر در را گزاره ها از زیر مجموعه های

Σ١ = است.} وصل g٢ رأس به g١ رأس | باشد. این گونه G گراف {در

Σ٢ = { است) سفید g زرداست)∨(رأس g است)∨(رأس ͬͺمش g است)∨(رأس سبز g (رأس | g ∈ G}

Σ٣ = { نباشد سبز g٢ آنگاه باشد سبز g١ اگر ∧

نباشد سفید g٢ آنگاه باشد سفید g١ اگر ∧

نباشد ͬͺمش g٢ آنگاه باشد ͬͺمش g١ اگر ∧

نباشد زرد g٢ آنگاه باشد زرد g١ اگر ∧

| است. وصل g٢ به g١}

Σ۴ = نیست.)} زرد و سفید همزمان g)∧ نیست.) ͬͺمش و سفید همزمان g) ∧ . . . | g ∈ G}

نباشد جهتدار ١یعنͬ

٢Erdös

١



است. رنگ پذیر ۴ گرافِ ͷی G گراف آن گاه باشد سازگار Σ = Σ١ ∪ Σ٢ ∪ Σ٣ ∪ Σ۴ اگر که کنید دقت

است. سازگار آن از متناهͬ زیرمجموعه ی هر دهیم نشان است کافͬ Σ سازگاریِ اثبات برای فشردگͬ قضیه ی به بنا

∆ به باشد. داشته وجود گزاره هایی g١, g٢, ..., gn رأس های درباره ی ∆ در کنید فرض باشد. متناهͬ ∆ ⊆ Σ کنید فرض

زیرگراف ͷی رأس های g١, g٢, ..., gn که باشد این بیانگر ∆′ و برسیم ∆ ⊆ ∆
′ به طوری که به ͬ کنیم م اضافه Σ از گزاره هایی

∆
′ مجموعه ی ۴رنگ پذیراست، سؤال، فرض به بنا شده، یاد زیرگراف که آن جا از ۴رنگ پذیراست. زیرگراف این و هستند G از

است. سازگار ،∆ آن تَبʿع̧ به و

کار به جملاتِ همه ی ارزیابی آن با که کنیم پیدا اتمͬ گزار ه های از ارزیابی ͷی باید ∆′ سازگاریِ اثبات برای دقیقتر بیان به

فلان، رأس و است»  وصل فلان راس به فلان رأس مانندِ گزار هایی اینجا در ما اتمͬ جملاتِ باشند. داشته ͷی ارزش̞ ∆′ در رفته

کنیم مراجعه g١, . . . , gn رأسهای توسط شده ساخته زیرگرافِ به آنها به ارزش دهͬ برای است کافͬ هستند. دارد» را رنگ فلان

بدهیم. ͷی ارزش̞ آن به بود درست گراف این درباره ی ما جمله ی اگر و

نرمال صورتهای ١ . ٢

باشد، دلخواه گزاره ی ͷی φ اگر یعنͬ نوشت؛ « ٣ فصلͬ نرمال «صورت در ͬ توان م را گزاره ها منطق در گزاره ای هر .٢ لم

است: معادل φ با که دارد وجود زیر شͺل به گزاره ای ∨آن گاه
i=١...n

ci

است. اتمͬ گزاره ی ͷی نقیض یا اتمͬ گزاره ی ͷی qj هر و است (q١ ∧ q٢ ∧ ... ∧ qm) صورت به ci هر که

است: فصلͬ نرمال صورت در زیر گزاره ی .٣ مثال

(p١ ∧ p٢ ∧ p٣) ∨ (¬p۴ ∧ p۵ ∧ ¬p۶) ∨ (p٧ ∧ p۶ ∧ p٣ ∧ ¬p٢).

جدول هر که دیدیم قبلا́ همچنین باشند. داشته یͺسانͬ ارزش جدول که معادلند صورتͬ در گزاره  دو اول: اثبات لم. اثبات

آورد. دست به فصلͬ نرمال صورت در گزاره ی ͷی با ͬ توان م را ارزشͬ

گزاره ها: ساختِ روی استقراء با دوم، اثبات

است. برقرار بوضوح حͺم آن گاه باشد اتمͬ گزاره ی ͷی φ اگر .١

پیچیدگͬ از جلوگیری برای است. درست هم ¬φ برای حͺم آن گاه که ͬ دهیم م نشان باشد، درست φ برای حͺم اگر .٢

کنید فرض کرده ام: اکتفا اثبات ایده ی بیان به تنها نمادها،

φ : (p١ ∧ ¬p٢) ∨ (p٣ ∧ p۴)

آن گاه

¬φ : ¬(p١ ∧ ¬p٢) ∧ ¬(p٣ ∧ p۴) ≡

(¬p١ ∨ p٢) ∧ (¬p٣ ∨ ¬p۴) ≡
٣disjunctive normal form

٢



((¬p١ ∨ p٢) ∧ ¬p٣) ∨ ((¬p١ ∨ p٢) ∧ ¬p۴) ≡

(¬p١ ∧ ¬p٣) ∨ (p٢ ∧ ¬p٣) ∨ (¬p١ ∧ ¬p۴) ∨ (p٢ ∧ ¬p۴)

است. فصلͬ نرمال صورت در آخری گزاره ی

فصلͬ، نرمال صورت در گزاره  دو فصل̞ که ͬ دانیم م نوشت. فصلͬ نرمال صورت به بتوان را ψ و φ کنیم فرض حال .٣

آن نقیض ͬ توان م باشد، فصلͬ نرمال صورت در ϕ اگر که دیدیم نیز قبل قسمت در است. فصلͬ نرمال صورت در خود˂

داریم پس نوشت. فصلͬ نرمال صورت در را

φ ∧ ψ ≡ ¬(¬φ ∨ ¬ψ) ≡ فصلͬ)¬ نرمال ∨ فصلͬ (نرمال ≡ فصلͬ)¬ (نرمال ≡ فصلͬ نرمال

درآورید. فصلͬ نرمال صورت به را زیر گزاره های .٢ تمرین

p→ (q → p) •

((p→ q) ∧ (¬p→ q)) → q •

p ∧ q → r •

(A ∨B) → (¬B ∧ A) •

.¬(A→ B) ∨ (¬A ∨ C) •

زیر صورت به یعنͬ نوشت؛ « ۴ عطفͬ نرمال «صورت در ͬ توان م را گزاره هر دهید نشان .٣ ∧تمرین
i=١..n

ci

آن در که

ci = (q١ ∨ q٢ ∨ ... ∨ qm)

است. اتمͬ گزاره ی ͷی نقیض یا اتمͬ گزاره ی ͷی qi هر و

است. عطفͬ نرمال صورت در (p١ ∨ p٢) ∧ (p٣ ∨ ¬p۴) .۴ مثال

ͬ کنیم. م معرفͬ فصلͬ نرمال صورت در گزاره ی ͷی بودن تاتولوژی تشخیص برای روشͬ بعد جلسه ی در

ͬ کنم. م سپاسͽزاری جلسه این جزوه ی تایپ بابت محمدصالحͬ علیرضا آقای از

۴conjunctive normal form

٣


