
فشردگͬ قضیه و سازگار های گزاره چهارم، جلسه ١

پدیده بی نهایت اگر غیردقیق) بیان (به لم این به بنا کنم. اثبات و بیان گزاره ها منطق در را ١ فشردگͬ لم ͬ خواهم م جلسه این در

هم با همزمان ͬ توانند م پدیده ها این تمام آنگاه دهند، رخ همزمان ͬ توانند م آنها از متناهͬ تعداد هر که بدانیم و باشیم داشته

کرده ایم. دقیق را گفته این زیر در دهند. رخ

تابع ͷی یعنͬ نباشد؛ تناقض هم با آنها همزمان رخداد هرگاه نامیم مͬ ٢ سازگار هم با را φ١, · · · , φn های گزاره .١ تعریف

که طوری به باشد موجود µ :M → {٠, ١} ارزیابی

µ(φ١) = µ(φ٢) = · · · = µ(φn) = ١.

مجموعه ی همچنین باشیم. داشته ١ ارزش سطر ͷی حداقل در φ١ ∧ · · · ∧ φn گزاره ارزش جدول در هرگاه دیͽر بیان به

باشد. سازگار
∧

ϕ∈∆ ϕ گزاره ی هرگاه ͬ خوانیم م سازگار را گزاره ها از ∆ متناه̞ͬ

در که ͬ دانیم م نباشد. تناقض هم با آنها همزمان وقوع که است این معنͬ به گزاره، متناهͬ تعداد ͷی بودن سازگار پس

بررسͬ نحوه ی به زیر در حال این با نداریم. بی نهایت) عطف ͷی (یعنͬ ϕ١ ∧ ϕ٢ ∧ . . . صورتِ به گزاره ای گزاره ها، منطق

پرداخته ایم. گزاره بی نهایت همزمان ارزش

نامیم مͬ ٣ ارضاپذیر) (متناهیا سازگار متناهیاً را Σ مجموعه باشد. گزاره ها از نامتناهͬ مجموعه ای Σ کنید فرض .٢ تعریف

باشد موجود چنان µ ارزیابی تابع هرگاه ͬ خوانیم م سازگار را Σ همچنین باشد. سازگار ∆ ⊆ Σ متناه̞ͬ زیرمجموعه ی هر ∧هرگاه
φ∈Σ φ بͽوید که باشد داشته وجود ارزیابی تابع ͷی یعنͬ غیرفنͬ، بیان به .µ(φ) = ١ باشیم داشته φ ∈ Σ هر برای که

است. پذیر امͺان است) نامتناهͬ عطف ͷی (که

است. سازگار Σ آنگاه باشد، سازگار متناهیاً Σ اگر (فشردگͬ). ٣ قضیه

مجموعه ی ͷی کنید فرض فراگرفته اید). ریاضͬ مبانͬ درس در را آن شما (که داریم ۴ زُرن لم به نیاز بالا قضیه ی اثبات برای

تمام از که هست عنصری بسازیم، صعودی زنجیر ͷی و کنیم شروع عنصر هر از اگر که بدانیم و باشیم داشته جزئͬ مرتب

ͬ گیرد م قرار ما زنجیر انتهای در که دارد وجود عنصری ما مجموعه ی در زرن، لم به بنا آنگاه است. بزرگتر ما زنجیر عناصر

شاخه هر که داریم شاخه نامتناهͬ با درخت ͷی که کنید فرض دیͽر بیان به دهیم). ادامه بیشتر آن از ͬ توانیم نم را زنجیر (یعنͬ

ما مجموعه ی در شاخه آن عناصر همه ی از بزرگتر عنصری که ͬ دانیم م هستیم که شاخه هر در طرفͬ از ͬ رود. م پیش بی نهایت تا

دقیق صورت به را لم این است بهتر ͬ رسیم. م مشخص انتهای ͷی به دهیم ادامه اگر را شاخه هر صورت این در است. موجود

کنید.) مراجعه مدرس ریاضͬ مبانͬ درس جزوه ی به حتما دارید، مشͺل زرن لم فهم در که صورتͬ (در کنیم. بیان ریاضͬ و

عنصر دو هر لزوماً که تفاوت این با باشد، ترتیبی رابطه ی ͷی ⊑ هرگاه است جزئͬ مرتب مجموعه ی ͷی (A,⊑) ͬ گوییم م

B ⊆ A زیرمجموعه ی کرد. تجسم درخت ͷی صورت به ͬ توان م را جزئͬ مرتب مجموعه ی ͷی نباشند. مقایسه قابل هم با

هرگاه دیͽر بیان به باشند. مقایسه قابل هم با B در عنصر دو هر هرگاه ͬ خوانیم م A در زنجیر ͷی را

∀a, b ∈ B (a ⊑ b) ∨ (b ⊑ a).
١compactness
٢Consistent
٣finitely satisfiable
۴Zorn’s lemma

١



دارای A عناصر از {ai}i∈I زنجیر هر که طوری به باشد ناتهͬ جزئͬ مرتب مجموعه ͷی (A,⊑) کنید فرض زُر˂ن). لم ) ۴ لم

یعنͬ است؛ ماکزیمال عنصر ͷی دارای A آنگاه .(∃a ∈ A ∀i ∈ I ai ≤ a (یعنͬ باشد. A در بالا کران ͷی

∃a ∈ A ∄x ∈ A x > a

برویم. پیش فشردگͬ قضیه ی اثبات سمت به بیایید فعلا́ کرد. خواهیم ثابت آینده درسهای در را زرن لم

است µ :M → {٠, ١} ارزیابی تابع ͷی کردن پیدا هدفمان باشد. گزاره ها از ًسازگار متناهیا مجموعه ͷی Σ کنید فرض

.µ(φ) = ١ باشیم داشته φ ∈ Σ هر برای که طوری به

موجود گزاره ها از Σ ⊂ Σ′ ماکزیمالِ ًسازگارِ متناهیا مجموعه ͷی آنگاه باشد. ًسازگار متناهیا مجموعه ͷی Σ کنید فرض .۵ لم

که طوری به است، موجود Σ′ مجموعه ی ͷی یعنͬ است.

Σ′ ⊇ Σ .١

است، سازگار متناهیاً Σ′ .٢

باشد. Σ′ شامل̞ و باشد سازگار متناهیاً که نیست گزاره ها از مجموعه ای هیچ .٣

بͽیرید: نظر در زیر صورت به را A مجموعه زُر˂ن. لم ͷکم به اثبات

A = {Γ |Γ ⊇ Σ و است سازگار متناهیاً که گزاره هاست از مجموعه ای Γ }

کنید: تعریف را زیر جزئͬ ترتیب A روی .Σ ∈ A زیرا A ̸= ∅ که کنید دقت

Γ١ ⊑ Γ٢ ⇐⇒ Γ١ ⊆ Γ٢.

بالا کران زنجیر این (یعنͬ Γj ⊑
∪

i∈I Γi داریم j ∈ I هر برای که کنید توجه باشد. A در زنجیر ͷی {Γi}i∈I کنید فرض

است). واقع A در بالا کران این که دهیم نشان است کافͬ دارد؛

.
∪

i∈I Γi ∈ A ادعا.

است. سازگار متناهیاً
∪

i∈I Γi که دهیم نشان است کافͬ ادعا. اثبات

بنابراین .φ١, · · · , φn ∈
∪

i∈I Γi کنید فرض

∃i١ ∈ I φ١ ∈ Γi١

...

∃in ∈ I φn ∈ Γin

داریم: صورت این در است، زنجیر ͷی {Γi}i∈I که آنجا از .i١ < i٢ < · · · < in کنید فرض کلیت از کاستن بدون

با φ١, · · · , φn پس است؛ سازگار متناهیاً Γin پس Γin ∈ A که آنجا از .φ١, · · · , φn ∈ Γin بنابراین Γi١؛ ⊆ · · · ⊆ Γin

سازگارند. هم

ادعا. اثبات پایان

٢



ماکزیمال، عنصر این است. ماکزیمال عنصر ͷی دارای A پس ͬ کند. م صدق زرن لم شرایط در (A,⊑) که دیدیم پس

ͬ نامیم. م Σmax را مجموعه  این بعد به لحظه این از بودیم. آن دنبال به که است Σ′ مجموعه ی همان

دهید نشان φ /∈ Σmax اگر (راهنمایی: .¬φ ∈ Σmax یا φ ∈ Σmax یا φ دلخواه˼ گزاره هر برای که دهید نشان .١ تمرین

( ¬φ ∈ Σmax که بͽیرید نتیجه این از است. سازگار متناهیاً Σmax ∪ {¬φ} مجموعه که

Σmax مجموعه ی یافتن برای صورت این در کرد. ثابت راحت تر ͬ توان م گزاره ها کل تعداد بودن شمارا فرض با را ۵ لم̧

ͬ کنیم. م اضافه گزاره Σ به ͬͺی ͬͺی

{φ٠, φ١, · · · } با برابر و شمارا ها گزاره همه مجموعه ی که این فرض با گزاره ها. کل تعداد بودن شمارا فرض با ۵ لم̧ اثبات

هر در پس است. سازگار متناهیاً Σ ∪ {¬φ} یا است سازگار متناهیاً Σ ∪ {φ} یا φ گزاره ی هر برای که ͬ کنیم م ادعا باشد،

برسیم. ماکزیمال سازگار متناهیاً مجموعه ͷی به تا ͬ کنیم م اضافه Σ به را ¬φi یا φi یا i مرحله ی

که طوری به است موجود ∆٠ ⊆ Σ متناهͬ مجموعه پس نباشد. سازگار متناهیاً Σ ∪ {φ} کنیم فرض ادعا، اثبات برای

.µ(φ) = ٠ آنگاه µ(ψ) = ١ باشیم داشته ψ ∈ ∆٠ هر برای که باشد ارزیابی تابع ͷی µ اگر یعنͬ است. ناسازگار ∆٠∪{φ}

∆∪ {¬φ} که ͬ کنیم م ادعا باشد. متناهͬ مجموعه ای ∆ ⊆ Σ کنید فرض است. سازگار متناهیا Σ∪ {¬φ} که ͬ کنیم م ادعا

هر برای که دارد وجود µ ارزیابی ͷی پس است). سازگار متناهیاً Σ (زیرا است سازگار ∆ ∪ ∆٠ که ͬ دانیم م است. سازگار

پس .µ(¬φ) = ١ یعنͬ µ(φ)؛ = ٠ بالا بنابر است ١ برابر ∆٠ روی µ که آنجا از .µ(ψ) = ١ داریم ψ ∈ ∆ ∪ ∆٠

است. سازگار {¬φ} ∪∆ یعنͬ است سازگار {¬φ} ∪∆٠ ∪∆

داریم. اختیار در فشردگͬ لم اثبات برای را لازم مقدمات همه ی حال

سازگار متناهیاً مجموعه ی ͷی قبل لم بنابر باشد. ها گزاره از سازگار متناهیاً مجموعه ͷی Σ کنید فرض فشردگͬ. لم̧ اثبات

ارزیابی تابع .¬φ ∈ Σmax یا φ ∈ Σmax یا φ گزاره هر برای که دیدیم ١ تمرین در دارد. وجود Σ ⊆ Σmax ماکزیمال

کنید تعریف زیر صورت به را µ :M → {٠, ١}

µ(p) = ١ ⇐⇒ p ∈ Σmax.

داریم φ دلخواه˼ گزاره ی هر برای که ͬ کنیم م ادعا

µ(φ) = ١ ⇐⇒ φ ∈ Σmax

درست اتمͬ گزاره های برای ادعا حͺم که ͬ دهیم م نشان یعنͬ ͬ کنیم. م ثابت گزاره ها ساخت روی استقراء با را ادعا این

برای باشد، درست ψ گزاره ی برای اگر و است؛ درست ψ١ ∧ψ٢ گزاره ی برای باشد درست ψ١, ψ٢ گزاره های برای اگر است؛

است. درست گزاره ها همه ی برای نظر مورد حͺم که شود مͬ نتیجه اینها از است. درست هم ¬ψ گزاره ی

داریم µ تعریف بنابر آنگاه باشد. اتمͬ گزاره ͷی φ ∈ Σmax کنید فرض

µ(φ) = ١ ⇔ ϕ ∈ Σmax.

٣



پس باشد. درست ψ برای حͺم کنید فرض

ψ ∈ Σmax ⇔ µ(ψ) = ١.

که ͬ دانیم م ١ تمرین̞ به بنا

¬ψ ∈ Σmax ⇔ ψ ̸∈ Σmax.

پس

¬ψ ∈ Σmax ⇔ µ(¬ψ) = ١.

سازگاری و بودن ماکزیمال به بنا آنگاه ϕ ∈ Σmax اگر باشد. درست ψ١, ψ٢ برای حͺم و φ = ψ١∧ψ٢ که کنید فرض سرآخر

پس .ψ١, ψ٢ ∈ Σmax داریم

µ(ψ١) = µ(ψ٢) = ١ = µ(ψ١ ∧ ψ٢).

.µ(ϕ) = ٠ آنگاه ϕ = ψ١ ∧ ψ٢ ̸∈ Σmax اگر که دهید نشان اثبات رساندن پایان به برای .٢ تمرین

در موجود گزاره های ارزش که است واضح دهد. مͬ ١ ارزش Σmax به موجود گزاره های همه ی به µ که کردیم ثابت پس

ͬ رساند. م پایان به را حͺم اثبات این و است ͷی با برابر µ نظرِ از نیز Σ

ͬ کنم. م سپاسͽزاری جلسه  این جزوه ی تایپ بابت نیͷ آبادی امیر آقای از

۴
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