
گزاره ها منطق شروع و بولͬ جبرهای دوم، جلسه ی ١

ͬ کنم. م مرور را اول جلسه ی صحبتهای مهمترین دوباره ی درس، شروع از پیش

:١ گودل تمامیت قضیه ی .١

است. اثبات قابل ٢ باشد درست که آنچه هر اول مرتبه ی منطق در

طبیعͬ اعداد مورد در شده داده جمله ی ͷی آیا که کند تعیین که ندارد وجود الͽوریتمͬ گودل: اول ناتمامیت قضیه ی .٢

( ٣ توقف مسئله ی با مرتبط ) غلط یا است درست

یعنͬ است؛ ناکامل بͽیریم نظر در طبیعͬ اعداد برای که (ͬͺکوچ) اصل بندی ای هر : ۴ گودل دوم ناتمامیت قضیه ی .٣

نشود. نتیجه اصل بندی این از که ͬ شود م پیدا طبیعͬ اعداد درباره ی درست جمله ای

ͬ آغازم. م زیر سؤال با را مجموعه ها نظریه ی و منطق درس

است؟ درست فارسͬ زبان در زیر جمله ی آیا .١ تمرین

دارد.» وجود کرد توصیف دهخدا لغت فرهنگ در کلمه ۵٠ از کمتر با را آن نتوان که ͬ ای طبیع عدد «کوچͺترین

کوچͺترین برای است وصف ͷی خود˂ بالا عبارتِ زیرا است. غلط باشد، درست بالا جمله  ی که صورتͬ در که کنید دقت

است! درست بودن،  غلط صورت در بالا جمله ی که کنید بررسͬ کرد! وصف را آن نتوان که عددی

معرض در خطرِ که است این دادن نشان هست) نیز ناتمامیت قضیه ی اثبات برای ایده ای البته (که بالا تمرین از هدف

ͬ کند! م تهدید را منطقͬ هر گرفتن، قرار تناقض

عملͽرهای همراه به را B مجموعه ی .(۵ بولͬ (جبر ١ تعریف

⊓ : B ×B → B

⊔ : B ×B → B

−c : B → B

ͬ های ویژگ هرگاه است، بولͬ جبر ͷی (B,⊓,⊔,c , ٠, ١) ͬ گوییم م و ͬ نامیم، م بولͬ جبر ͷی ٠, ١ ∈ B مشخص̞ عنصرِ دو و

شوند: برآورده زیر

a ⊓ ٠ = ٠ .١

a ⊔ ٠ = a .٢
١Gödel

دارند. تعریف به نیاز بودن» اثبات «قابل و بودن» «درست ٢عبارتهای

٣Halting Problem
۴second incompleteness theorem
۵ Boolean Algebra

١



a ⊓ ١ = a .٣

a ⊔ ١ = ١ .۴

a ⊓ a = a .۵

a ⊔ a = a .۶

a ⊓ b = b ⊓ a .٧

a ⊔ b = b ⊔ a .٨

a ⊓ (b ⊓ c) = (a ⊓ b) ⊓ c .٩

a ⊔ (b ⊔ c) = (a ⊔ b) ⊔ c .١٠

a ⊓ (b ⊔ c) = (a ⊓ b) ⊔ (a ⊓ c) .١١

a ⊔ (b ⊓ c) = (a ⊔ b) ⊓ (a ⊔ c) .١٢

a ⊓ ac = ٠ .١٣

a ⊔ ac = ١ .١۴

a ⊓ (a ⊔ b) = a .١۵

.a ⊔ (a ⊓ b) = a .١۶

از منظور جا این در است. بولͬ جبر ͷی
(
P (X),∩,∪,c , ٠, X

)
آنگاه باشد، ناتهͬ مجموعه ی ͷی X کنید فرض .٢ مثال

همه ی مجموعه ی P (X) از منظور نیز است. متمم گیری عملͽر c از منظور و مجموعه ها اجتماع و اشتراک ترتیب به ∪ و ∩

است. X مجموعه ی زیرمجموعه های

بͽیرید: نظر در را زیر اعمال {٠, ١} مجموعه ی روی .٣ مثال

a ⊓ b = min{a, b}

a ⊔ b = max{a, b}

٠c = ١

١c = ٠

است. ممͺن بول̞ͬ جبر کوچͺترین مثال، این بول̞ͬ جبر

دهید قرار باشد. نامتناهͬ مجموعه ی ͷی X کنید فرض .٢ تمرین

B = {Y ⊆ X|است متناهͬ Y c یا است متناهͬ Y }

است. بولͬ جبر ͷی
(
B,∩,∪,c , ٠, X

)
که دهید نشان

٢



به علاقه صورت در است.) ایزومرف ٢ مثال مانند بولͬ جبر ͷی (یعنͬ مجموعه ای بولͬ جبر ͷی با بولͬ جبر هر .۴ توجه

شما به را Handbook of Boolean Algebra کتاب بولͬ، جبرهای درباره ی بیشتر اطلاعات کسب و قضیه این اثبات دیدن

ͬ کنم. م پیشنهاد

نشان یعنͬ کرد؛ حذف را a ⊔ (b ⊓ c) = (a ⊔ b) ⊓ (a ⊔ c) قسمت ͬ توان م بولͬ جبر تعریف در که دهید نشان .٣ تمرین

ͬ شود. م نتیجه دیͽر قسمتهای از تعریف، از قسمت این که دهید

.b = ac آنگاه a ⊔ b = ١ و a ⊓ b = ٠ اگر یعنͬ یͺتاست، عنصر هر وارون بولͬ جبر ͷی در که دهید نشان .۴ تمرین

برقرارند. دِمˀرگان قوانین بولͬ جبر ͷی در که دهید نشان .۵ تمرین

(a ⊓ b)c = ac ⊔ bc

(a ⊔ b)c = ac ⊓ bc

(ac)c = a

٧ پرداخت. خواهیم بدان درس ادامه ی در که است ۶ ͬͺلیندن باو̱م‐تارس جبر بولͬ، جبرهای از مهم مثال ͷی

٨ گزاره ها منطق ١ . ١

است: ضروری جزو دو معرفͬ منطقͬ، هر معرفͬ برای

سینتکس) یا (نمادها ٩ منطق آن صرف .١

(معانͬ) ١٠ منطق آن نحو .٢

«معنای درباره ی باید سپس و شود، بیان زبان آن در جمله سازی و کلمه سازی نحوه ی و زبان» ͷی «دستور باید نخست یعنͬ

باید دیͽر بیان به شود. برقرار معانͬ دنیای و علائم دنیای میان رابطه ای که است ضروری همچنین شود. صحبت جملات»

شود. مشخص نظر مورد منطق معنͬ» و «صورت

معنͬ و صورت بحث بحث، از خروج ١ . ٢

است: آمده چنین سعدی گلستان در نمونه برای است. آمده  معنͬ» و «صورت عبارتهای بارها فارسͬ اشعار در

پریشان صورت به بودند جهان در طایفه ای این از پیش تصوف؛گفت حقیقت از پرسیدند شام مشایخ از را ͬͺی

پریشان! معنا به و جمع صورت به هستند جماعتͬ اکنون جمع؛ معنͬ به و

۶Lindenbaum-Tarski
و اشتراک و اجتماع اعمال همان با ،ͷتوپولوژی فضای ͷی در بازبسته مجموعه های مجموعه ی دهید نشان خوانده اند: توپولوژی که کسانͬ ٧

ͬ دهد. م تشͺیل بولͬ جبر ͷی متمم گیری،
٨propositional logic
٩syntax

١٠semantic

٣



که: است آمده سعدی از غزلͬ در نیز

پارسایان قرار و ربودند عارفان دل

معانͬ و صورت به تو صورت، به شاهدان همه

درس: ادامه ی

است: شده تشͺیل زیر اجزای از گزاره ها منطق زبان

اتمͬ) گزاره های (یا متغیرها از M = {p٠, p١, . . .} مجموعه ی ͷی .١

عطف) و (نقیض ∧,¬ منطق̞ͬ علائم .٢

ͬ کند. نم وارد بحث به خللͬ آن گرفتن نظر در ناشمارا اما ͬ گیریم؛ م نظر در شمارا معمولا˟ را اتمͬ گزاره های از M مجموعه ی

ͬ آید. م بدست p٠, p١, . . . اتم̞ͬ گزاره های به ∧,¬ علائم ا˚عمالِ از گزاره ها منطق در (جمله) فرمول ͷی (نادقیق). ۵ تعریف

نیستند. فرمول چیزهایی چه و ͬ آیند م حساب به فرمول چیزهای چه که ͬ کند نم مشخص ما برای دقیق کاملا́ بالا تعریف

از مجموعه ͷی درس ادامه ی برای ͬ کنیم. م استفاده فرمولها برای زیر) تعریف (مانند استقرائͬ تعاریف از درس، این در عموماً

گرفته ایم. نظر در ثابت را اتمͬ گزاره های

PR مجموعه ی کوچͺترین گزاره ها، منطق در (گزاره ها) فرمولها مجموعه ی گزاره ها). منطق در گزاره ها (مجموعه ی ۶ تعریف

کند. صدق زیر شرط سه در که است

باشیم داشته p ∈M اتمͬ گزاره ی هر برای .١

p ∈ PR

(¬ϕ) ∈ PR آنگاه ϕ ∈ PR اگر .٢

(ϕ ∧ ψ) ∈ PR آنگاه ϕ, ψ ∈ PR اگر .٣

(چرا؟) است گزاره ها منطق در فرمول ͷی p١ ∧
(
(¬p٢) ∧ p٣

)
عبارت .٧ مثال

نیست. گزاره ها منطق در فرمول ͷی ϕ = p ∧ ¬ که دهید نشان .٨ مثال

هر برای که کنید دقت نخست ( .ϕ ̸∈ PR که ͬ شود م معلوم صورت این (در PR − {ϕ} = PR که ͬ کنیم م ادعا اثبات.

و (¬ψ) ∈ PR− {ϕ} آنگاه ψ ∈ PR− {ϕ} اگر که کنید دقت همچنین .p ∈ PR− {ϕ} داریم p ∈M اتم̞ͬ گزاره ی

PR− {ϕ} مجموعه ی پس .(ψ١ ∧ ψ٢) ∈ PR− {ϕ} آنگاه ψ١, ψ٢ ∈ PR− {ϕ} اگر

کوچͺترین PR که گفته ایم تعریف همان در طرفͬ از داراست. است شده اشاره بدانها ۶ تعریفِ در که ͬ هایی ویژگ همه ی

.ϕ /∈ PR یعنͬ PR ⊆ PR− {ϕ} پس ͬ هاست ویژگ این دارای مجموعه ی

ͬ کنیم: م استفاده زیر صورت به ↔,→,∨ ̞ͬͺکم نمادهای از گزاره ها منطق در .٩ توجه

p→ q := (¬p) ∨ q .١

p ∨ q := ¬((¬p) ∧ (¬q)) .٢

p↔ q := (p→ q) ∧ (q → p) .٣

۴



گزاره ها منطق معناشناسͬ ١ . ٣

گزاره ها منطق «معناشناسͬ» به بخش، این در گفتیم. سخن گزاره ها منطق در جمله سازی نحوه ی درباره ی قبل بخش در

ͬ پردازیم. م

به ͷی و صفر میان از ارزشͬ ارزیابی، تابع هر ͬ پذیرد. م صورت ١١ ارزیابی توابع از استفاده با گزاره ها منطق معناشناسͬ

ͬ بخشد. م اتمͬ جملات

ͬ گوییم. م ارزیابی تابع ͷی µ :M → {٠, ١} تابع̧ هر به ارزیابی). (تابع ١٠ تعریف

گسترش زیر طریق به µ : PR(M) → {٠, ١} ارزیابی تابع̧ ͷی به ͬ توان م را µ :M → {٠, ١} ارزیابی تابع هر .١١ توجه

داد.

µ(ϕ ∧ ψ) = µ(ϕ) ∧ µ(ψ)

µ(¬ϕ) = ¬µ(ϕ)

آن در که
∧ ٠ ١

٠ ٠ ٠

١ ٠ ١

¬ ٠ ١

١ ٠

ͬ شوند. م محاسبه ٣ مثالِ مطابق ¬µ(ϕ) و µ(ϕ) ∧ µ(ψ) بنابراین و هستند {٠, ١} بول̞ͬ جبر در µ مقادیرِ که کنید دقت

بͺشید: را زیر گزاره های از کدام هر ارزش جدول .۶ تمرین

p ∨ q .١

،p ∧ q .٢

(¬p) .٣

p↔ q .۴

p→ q .۵

p→ (q → p) .۶

(p→ q) ∧ (¬p→ q) → q .٧

(p ∨ q → r) → (p→ r ∧ q → r) .٨

حسب بر گزاره  ͷی ͬ توانید م آیا باشیم. داشته p١, . . . , pn گزاره های شامل دلخواه ارزش جدول ͷی کنید فرض .١٢ سوال

بزنید. حدس زیر در را f(p, q) گزاره ی مثال برای باشد؟ داشته را ارزش جدول همان دقیقاً که بزنید مثال p١, . . . , pn

١١evaluation map

۵



p q f(p, q)

١ ١ ١

٠ ٠ ٠

٠ ١ ٠

١ ٠ ١

بزنید. حدس دارد، را ارزش جدول آن که گزاره ای و بͺشید p, q, r متغیرهای شامل گزاره ی ͷی برای ارزش جدول ͷی خودتان

۶
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