
اثبات اوج و دوم قدم هفدهم، جلسه ی ١

ͷی که گفتیم نیز نشاند. هنکینͬ متناهیاًسازگارِ تئوریِ ͷی در ͬ توان م را متناهیاًسازگار تئوریِ هر که دادیم نشان قبل جلسه ی در

فرض با قبل جلسه ی در را زیر لم .φ ∈ T یا ¬φ ∈ T باشیم داشته φ Lجمله ی هر برای هرگاه ͬ نامیم، م کامل را T تئوری

آورده ایم. زُرن لم پایه ی بر و زبان بودن شمارا فرض بدون آن برای اثباتͬ اینک کردیم. ثابت زبان بودن شمارا

است. کامل و سازگار متناهیاً T ∗ که طوری به است موجود T ⊆ T ∗ تئوری گاه آنِِ باشد، سازگار متناهیاً T اگر .١ لم

بͽیرید. نظر در زیر صورت به را Σ مجموعه ی اثبات.

Σ = {T ′ ⊇ T | است سازگار Tمتناهیاً ′}

کنید: تعریف یعنͬ بͽیرید؛ نظر در را ⊆ ترتیب Σ روی

T ′ ≤ T ′′ ⇔ T ′ ⊆ T ′′

پس است)؛ خطͬ مرتب ی مجموعه ͷی I که کنید (توجه باشد Σ اعضای از زنجیر ͷی {Tλ}λ∈I کنید فرض

λ < λ′ ⇒ Tλ ⊆ T ′
λ

∪ادعا.
λ∈I

Tλ ∈ Σ

زرن لم شرایط حال است). متناهیاًسازگار
∪

λ∈I Tλ ∈ Σ که کنید ثایت (باید ͬ کنم م رها تمرین عنوان به را بالا ادعای اثبات

.T ∗ ∈ Σ زیرا است متناهیاًسازگار T ∗ که کنید دقت است. T ∗ نام به ماکسیمال عنصر ͷی دارای Σ بنابراین است، برقرار ١

است. کامل T ∗ ادعا.

و باشد Lجمله ͷی φ کنید فرض اثبات.

باشد ناسازگار متناهیاً T ∪ {φ} (١)

باشد ناسازگار متناهیاً T ∪ {¬φ} (٢)

که طوری به موجودند ψ١, ..., ψn ∈ T جملات که ͬ گیریم م نتیجه (١) از

⊢ ¬(ψ١ ∧ ... ∧ ψn ∧ φ)

پس

⊢ ¬(ψ١ ∧ ... ∧ ψn) ∨ ¬φ

پس

⊢ φ→ ¬(ψ١ ∧ ... ∧ ψn) (∗)

کنید مراجعه مدرس ریاضͬ مبانͬ جزوه ی ١به

١



که ͬ شود م نتیجه (٢) از مشابه طریق به و

⊢ ¬φ→ ¬(ψ١ ∧ ... ∧ ψn) (∗∗)

تاتولوژی و (∗), (∗∗) بنابه

(p→ q) ∧ (¬p→ q) → q

که گیریم مͬ نتیجه هیلبرت دستگاه قوانین از

⊢ ¬(ψ١ ∧ ... ∧ ψn)

است. T سازگاری با متناقض نتیجه این و

سازگار متناهیاً تئوری ͷی در سازگار متناهیاً تئوری هر شد: برداشته تمامیت قضیه ی اثبات برای دوم بزرگ قدم جا این در

ͬ رسیم: م زیر نتیجه ی به دوم قدم و اول قدم متوال̞ͬ ترکیب از نشیند. مͬ کامل

تمرین) کلاس در (اثبات نشیند. مͬ هنکینͬ کامل سازگار متناهیاً تئوری ͷی در متناهیاًسازگار تئوری هر .٢ نتیجه

آن که کنیم ثابت اگر ͬ نشیند؛ م هنکینͬ متناهیاًسازگارِ تئوریِ ͷی در T آنگاه باشد، متناهیاًسازگار تئوریِ ͷی T کنید فرض

ͬ رسد. م پایان به تمامیت اثبات زیر، قضیه ی اثبات با پس بود. خواهد مدل دارای نیز ما تئوری طبیعتاً است، مدل دارای تئوری

.(L ∪ C زبان (در است مدل دارای متناهیاًسازگارِکامل̞ هنکینͬ تئوریِ هر .٣ قضیه

∃M ∀φ ∈ T M |= φ

مدلͬ آیا که ͬ کنیم م بررسͬ سپس و ͬ کنیم م ساختار ͷی به تبدیل را آن ͬ کنیم، م شروع مجموعه ͷی از زیر اثبات طͬ در اثبات.

نه. یا هست ما نظر مورد تئوری برای

بͽیرید: نظر در زیر صورت به را M ′ مجموعه ی

M ′ = {ac| c ∈ C}

کنید. تعریف را زیر رابطه ی M ′ روی گذاشته ایم. کنار ac شͬء˚ ͷی c ∈ C ثابتِ هر برای بالا مجموعه ی در که کنید دقت

ac ≈ a′c ⇔ T ⊢ c = c′

را M مجموعه ی حال است. M ′ روی ارزی هم ی رابطه ͷی ≈ که) کنید ثابت تساوی اصول از استفاده با تمرین عنوان (به

ͬ گیریم: م نظر در زیر صورت به

M =M ′/ ≈

جهانِ صورت به را ثوابت مجموعه ی دیͽر، بیان به گرفته ایم. ≈ رابطه ی با M ′ روی هم ارزی کلاسهای مجموعه ی را M پس

باشد! گفته چنین T تئوریِ هرگاه هستند عنصر ͷی واقع در جهان این عنصرِ دو که فرض این با گرفته ایم نظرمان مورد ساختار

انداخت! خواهیم T تئوریِ خودِ گردنِ به نیز را چیزها بقیه  ادامه، در

.M در زبانͬ علائم تعبیر

ثوابت: تعبیر

cM = ac

٢



توابع: تعبیر

کنیم: مͬ تعریف .f(x١, ..., xn) ∈ L کنید فرض

fM(ac١ , ..., acn) = acn+١ ⇔ T ⊢ f(c١, ..., cn) = cn+١

که کنید دقت

T ⊢ f(c١, ..., cn) = f(c١, ..., cn)

وجودی) سور لم به (بنا همچنین

⊢ f(c١, ..., cn) = f(c١, ..., cn) → ∃xf(c١, ..., cn) = x

پس

T ⊢ ∃xf(c١, ..., cn) = x

که طوری به است موجود Cn+١ ثابتِ T بودنِ هنکینͬ به بنا حال

T ⊢L∪C ∃xf(c١, ..., cn) = x→ f(c١, ..., cn) = cn+١.

پس

T ⊢ f(c١, ..., cn) = cn+١.

ͬ برد! م جائͬ به را عنصر هر واقعاً ما تابع̧ بنابراین

که کنیم ثایت باید بودن. تابع یعنͬ بودن، خوش تعریف .f تابع تعریفͬ خوش

(ac١ = ac′١ ∧ ... ∧ acn = ac′n∧) ⇒ fM(ac١ , ..., acn) = fM(ac′١ , ..., ac′n)

است. برقرار تساوی اصول به بنا و تابع تعریف به بنا بالا عبارت

ͬ کنیم م تعریف روابط: تعبیر

RM(ac١ , ..., acn) ⇔ T ⊢ R(c١, ..., cn)

ͬ شود. م نتیجه هیلبرت دستگاه اصول از خوش تعریفͬ دوباره

رسیدیم: Lساختار ͷی به و کردیم شروع ثوابت از مجموعه ͷی از پس

M = (M, fM , RM , CM)f,R,C∈L∪C

داریم ϕ ∈ T جمله ی هر برای یعنͬ است؛ T تئوری برای مدلͬ M که کنیم ثابت که است این مانده، باقͬ که چیزی تنها

.M |= ϕ

داریم φ ∈ T هر برای ادعا.

M |= φ

کرد. خواهیم ثابت فرمولها ساخت روی استقراء با بعد جلسه ی در را بالا ادعای

ͬ کنم. م سپاسͽزاری جلسه این جزوه ی تایپ بابت خورسندی گلنوش خانم از

٣


	جلسهی هفدهم، قدم دوم و اوج اثبات

