
هنکینͬ تئوریهای شانزدهم، جلسه ی ١

بود: زیر قضیه ی اثبات بر قرارمان

است. مدل دارای T آنگاه باشد، سازگار متناهیاً تئوری ͷی T کنید فرض .١ قضیه

گرفته صورت گودل نام به بزرگ ریاضیدان ͷی توسط آن اثبات که است ریاضیات اساسͬ قضایای از ͬͺی بالا قضیه ی

کاست. نخواهد اثبات سختͬ از این لͺن بͽذارم، قضیه این اثبات روی کافͬ وقت که است این بر من سعͬ است.

حͺم اثبات برای پس کرده ایم. تعریف هیلبرت دستگاه از استفاده با را تئوری ͷی بودن» سازگار «متناهیاً که کنید دقت

کرد. خواهیم استفاده هیلبرت دستگاه اصول از تنها قضیه، نظر مورد تئوری برای مدل یافتن برای یعنͬ قضیه،

φ١, . . . , φn ∈ T جملات هرگاه T ⊢ φ ͬ نویسیم م آنگاه تئوری، ͷی T و باشد جمله ͷی φ اگر که ͬ کنم م یادآوری

که طوری به باشند موجود

⊢ φ١ ∧ . . . ∧ φn → φ.

ͬ گویند م عموماً ولͬ کرد، نخواهیم استفاده ای چندان نماد این از ما چند هر است. نبودن متناقض با معادل بودن، سازگار متناهیاً

.T ⊢ ϕ ∧ ¬ϕ که طوری به باشد موجود T در لزوماً نه  ϕ مانند جمله ای هرگاه T ⊢⊥ ͬ نویسند م و ͬ دهد م تناقض T

.T ̸⊢⊥ اگر تنها و اگر است سازگار متناهیاً T که دهید نشان هیلبرت) دستگاه اصول از استفاده (با .١ تمرین

L∪Cفرمولِ هر برای هرگاه است شاهد) دارای تئوری ͷی (یا ١ هنکینͬ تئوری ͷیL∪C زبانِ در T تئوری ͬ گوییم م .٢ تعریف

که طوری به باشد موجود cφ ثابت φ ٢

T ⊢ ∃xφ→ φ(cφ)

نشان زیر لم در بیاورد. شاهدی وجودی فرمولهای تمام برای بتواند که هست غنͬ آنقدر زبان هنکینͬ، تئوری ͷی در پس

نشاند: هنکینͬ سازگارِ متناهیاً تئوریِ ͷی در ͬ توان م را سازگار متناهیاً تئوریِ هر که داده ایم

که طوری به است موجود T ⊆ T ′ تئوری ͷی آنگاه باشد. سازگار متناهیاً تئوری ͷی T کنید فرض .٣ لم

است. هنکینͬ T ′ .١

است. سازگار متناهیاً T ′ .٢

ͬ کنیم: م ثابت را زیر عبارت نخست اثبات.

است. سازگار متناهیاً نیز T ∪{∃xϕ(x) → ϕ(c)} تئوریِ آنگاه ،c ̸∈ L و باشد x آزادِ متغیرِ با یLͷفرمول ϕ(x) کنید فرض

جملاتِ آنگاه نباشد. سازگار T ∪ {∃xϕ(x) → ϕ(c)} کنید فرض ͬ کنیم. م ثابت خلف برهان به را بالا عبارت

که ͬ شوند م یافت چنان ψ١, . . . ψn ∈ T

⊢ ¬
(
(ψ١ ∧ . . . ψn) ∧ ∃xϕ(x) → ϕ(c)

)
(∗)

به منجر (∗) عبارت که ͬ کنیم م ثابت

⊢ ¬(ψ١ ∧ . . . ψn)

است. متناقض T بودنِ سازگار متناهیاً با این که ͬ شود م
١Henkin theory

فرمول L نه که کنید ٢دقت

١



.¬(p ∧ q) ↔ ¬p ∨ ¬q تاتولوژیِ به بنا و (∗) به (بنا ¬(ψ١ ∧ . . . ∧ ψn) ∨ ¬(∃xϕ(x) → ϕ(c)) .١

.p→ q ↔ ¬p ∨ q تاتولوژیِ به توجه با و ١ به بنا ¬(ψ١ ∧ . . . ∧ ψn) ∨ ¬(¬∃xϕ(x) ∨ ϕ(c)) .٢

.¬(p ∨ q) ↔ ¬p ∧ ¬q تاتولوژیِ به توجه با و ٢ به بنا ¬(ψ١ ∧ . . . ∧ ψn) ∨ (∃xϕ(x) ∧ ¬ϕ(c)) .٣

p∨(q∧r) ↔ تاتولوژیِ از استفاده با و ٣ مورد به بنا
(
¬(ψ١∧ . . . ψn)∨∃xϕ(x)

)
∧
(
¬(ψ١∧ . . . ψn)∨¬ϕ(c)

)
.۴

.(p ∨ q) ∧ (p ∨ r)

.p→ q ↔ ¬p∨q تاتولوژیِ به توجه با و ۴ به بنا .(¬∃xϕ(x) → ¬(ψ١∧ . . . ψn))∧(ϕ(c) → ¬(ψ١∧ . . . ψn) .۵

.p ∧ q → p تاتولوژیِ و قبل مورد به بنا (¬∃xϕ(x) → ¬(ψ١ ∧ . . . ψn)) .۶

.p ∧ q → q تاتولوژیِ و ۵ مورد به بنا (ϕ(c) → ¬(ψ١ ∧ . . . ψn) .٧

.⊢L χ(x) آنگاه ⊢L∪c χ(c) اگر قبل جلسه ی از لمͬ به بنا که کنید دقت حال

بالا. نکته ی و ٧ مورد به بنا ϕ(x) → ¬(ψ١ ∧ . . . ψn) .٨

وجودی. سور معرفͬ لم و ٨ مورد به بنا ∃xϕ(x) → ¬(ψ١ ∧ . . . ψn) .٩

زیر تاتولوژیِ و ۶ مورد و ٩ مورد به بنا ¬(ψ١ ∧ . . . ψn) .١٠

((p→ q) ∧ (¬p→ q)) → q

داد: تعمیم است، شده بیان زیر تمرین در که صورتͬ به آسانͬ) (به ͬ توان م را بالا بحث

آنگاه باشد، جدید ثوابت از مجموعه ای C = {cφ| فرمول L ͷی ϕ} و باشد سازگار متناهیاً T تئوری اگر .٢ تمرین

T ′ = T ∪ {∃xφ→ φ(cφ)|cφ ∈ C}

است. سازگار متناهیاً

متناهیاً تئوریِ ͷی آنگاه باشد سازگار متناهیاً T اگر که کنیم ثابت ͬ خواستیم م ͬ پردازیم. م نظر مورد لم اثباتِ ادامه ی به

دهید قرار ͬ شود. م یافت T ⊆ T ′ هنکینͬ و سازگار

T١ = T ∪ {∃xφ→ φ(cφ)|فرمولL ͷی ϕ}

C١ = {cφ|فرمولL ͷی ϕ}

دهید قرار است. هنکینͬ Lفرمولها به نسبت T١ که دادیم نشان قبل تمرین در

T٢ = T١ ∪ {∃xφ→ φ(cφ)| فرمول L ∪ C١ ͷی φ}

تئوری های استقراء با ترتیب همین به است. هنکینͬ L∪C١فرمولها، به نسبت و است سازگار متناهیاً نیز T٢ تئوری تمرین، مشابه

که طوری به بسازید n ∈ N برای را Tn
T١ ⊆ T٢ ⊆ . . .

٢



دهید قرار است. هنکینͬ فرمولها، L ∪ C١ ∪ . . . Ci−١ به نسبت و است سازگار متناهیاً Ti هر

T =
∪
i∈N

Ti

کنید). بررسͬ را (جزئیات است. L ∪
∪
Ci زبانِ در سازگار متناهیاً هنکین̞ͬ تئوری ͷی T

سازگار، متناهیاً تئوریِ هر که ͬ کنیم م خلاصه شد. برداشته تمامیت قضیه ی اثبات برای مهم قدم اولین اینجا در

است. مانده باقͬ قضیه این اثبات تا دیͽر مهم قدم ͷی است. هنکینͬ سازگارِ متناهیاً تئوریِ ͷی زیرمجموعه ی

.¬φ ∈ T یا φ ∈ T باشیم داشته φ Lفرمولِ هر برای هرگاه ͬ خوانیم م کامل L زبانِ در را T تئوری .۴ تعریف

ͬ نشیند. م کامل متناهیاًسازگارِ تئوریِ ͷی در متناهیاًسازگار تئوریِ هر که داده ایم نشان ادامه در

که طوری به ͬ شود م پیدا T ⊆ T ′ تئوری ͷی T سازگار متناهیاً تئوری هر برای .۵ لم

است. سازگار متناهیاً T ′ .١

است. کامل T ′ .٢

اگر باشد. فرمولها از شمارشͬ {φ١, φ٢, . . .} که ͬ کنیم م فرض و ͬ کنیم م ثابت زبان بودن شمارا شرط با را قضیه فعلا́ اثبات.

(و T ∪ {¬φ} یا است سازگار متناهیاً T ∪ {φ} یا φ Lفرمولِ هر برای که ͬ دهیم م نشان باشد، سازگار متناهیاً تئوری ͷی T

ͬ دهیم م نشان دیͽر بیان به ͬ شود). م ناسازگار متناهیاً نظر مورد تئوری صورت این غیر در زیرا است، جمع مانع «یا» این البته

فرمولهای نباشد، سازگار متناهیاً T ∪ {φ} اگر است. سازگار متناهیاً T ∪ {¬φ} آنگاه نباشد سازگار متناهیاً T ∪ {φ} اگر که

یعنͬ ⊢ ¬(ψ١ ∧ . . . ∧ ψn ∧ φ) که طوری به موجودند ψ١, . . . , ψn ∈ T

⋆ ⊢ ¬(ψ١ ∧ . . . ∧ ψn) ∨ ¬φ

مشابه طور به باشد ناسازگار هم T ∪ {¬φ} اگر حال

⋆⋆ ⊢ ¬(ψ١ ∧ . . . ∧ ψn) ∨ φ

(∗∗ و  ∗ به بنا ترتیب (به هستند اثبات قابل زیر فرمولهای پس

φ→ ¬(ψ١ ∧ . . . ∧ ψn)

¬φ→ ¬(ψ١ ∧ . . . ∧ ψn)

زیر تاتولوژی به )بنا
(p→ q) ∧ (¬p→ q)

)
→ q

ͬ رسیم. م زیر نتیجه ی به بالا عبارت دو از

⊢ ¬(ψ١ ∧ . . . ∧ ψn)

دارد. تناقض T بودن سازگار متناهیاً با این و

٣



بسازیم زیر صورت به را Ti تئوریهای است کافͬ زبان بودن شمارا فرض با لم اثبات برای

T١ =

T ∪ {φ١} باشد سازگار Tمتناهیاً ∪ {φ١} که صورتͬ در

T ∪ {¬φ١} باشد سازگار Tمتناهیاً ∪ {¬φ١} که صورتͬ در

ترتیب همین به

Ti =

Ti−١ ∪ {φi} باشد سازگار ١−Tiمتناهیاً ∪ {φi} که صورتͬ در

Ti−١ ∪ {¬φi} باشد سازگار ١−Tiمتناهیاً ∪ {¬φi} که صورتͬ در

است. کامل و سازگار متناهیاً
∪

i∈N Ti تئوری آنگاه

۴


