
درستͬ مفهوم شروع و مدل نظریه ی ادامه ی دوازدهم، جلسه ی ١

F :M → N مانند پوشایی و ͷبه ی ͷی نگاشت هرگاه ͬ خوانیم م ایزومرف M,Nرا Lساختارِ دو که ͬ کنم م یادآوری قبل جلسه ی از

باشیم داشته c ∈ L ثابت هر برای یعنͬ است؛ ساختار حافظ که باشد موجود

F (cM) = cN

باشیم داشته R ∈ L رابطه ی هر برای و

RM(a١, . . . , an) ⇐⇒ RN
(
F (a١), . . . , F (an)

)
باشیم داشته f ∈ L تابع̞ͬ هرنماد برای نیز و

F
(
fM(a١, . . . , an)

)
= fN

(
F (a١), . . . , F (an)

)

داریم a١, . . . , an ∈M چندتائ̞ͬ هر و t(x١, . . . , xn) ترم̧ هر برای آنگاه باشند، ایزومرف M,N اگر .١ لم

F
(
tM١ (a١, . . . , an)

)
= tN١

(
F (a١), . . . , F (an)

)
.

متغیر های از ͬͺی t ترم اگر ͬ کنیم. م ثابت ترمها ساخت روی استقراء با ترمها) یͺتای خوانش به توجه (با را ادعا این اثبات.

پس .tM(a١, . . . , an) = ai آن گاه باشد xi

F
(
tM(a١, . . . , an)

)
= F (ai) = tN

(
F (a١), . . . , F (an)

)
.

آن گاه باشد c ثابت ͷی t ترم اگر

cM(a١, . . . , an) = cM

ایزومرفیسم تعریف به بنا و

F (cM) = cN = cN
(
F (a١), . . . , F (an)

)
.

١



که بدانیم اگر یعنͬ باشد، درست t١, . . . , tn ترم های برای ما نظر مورد حͺم اگر

F
(
tMi (a١, . . . , an)

)
= tNi

(
F (a١), . . . , F (an)

)
,

که کنید فرض کنیم. ثابت g(t١, . . . , tn) صورتِ به ترمͬ برای را آن ͬ خواهیم م

t =

زبان در تابعͬ نماد ͷی
↑
g (t١(x١, . . . , xn), . . . , tn(x١, . . . , xn))

داریم: ترمها تعبیرِ تعریفِ طبق باشد. ترم ͷی

tM(a١, . . . , an) = gM
(
tM١ (a١, . . . , an), . . . , t

M
n (a١, . . . , an)

)
پس است ایزومرفیسم ͷی F

F
(
gM
(
tM١ (a١, . . . , an), . . . , t

M
n (a١, . . . , an)

))
= gN

(
F
(
tM١ (a١, . . . , an)

)
, . . . , F

(
tMn (a١, . . . , an)

))
=

gN

(
tN١

(
F (a١), . . . , F (an)

)
, . . . , tNn

(
F (a١), . . . , F (an)

))
= tN

(
F (a١), . . . , F (an)

)
.

داریم M عناصر از a١, . . . , an چندتایی هر برای و φ(x١, . . . , xn) فرمولِ هر برای آن گاه باشند ایزومرف M,N اگر .٢ لم

M |= φ(a١, . . . , an) ⇐⇒ N |= φ
(
F (a١), . . . , F (an)

)
t١(x١, . . . , xn) = t٢(x١, . . . , xn)صورت φبه فرمولِ کنید فرض ͬ کنیم. م فرمولφثابت ساخت روی استقراء با را قضیه اثبات.

کنید فرض باشد.

M |= t١(a١, . . . , an) = t٢(a١, . . . , an)

داریم صورت این در

tM١ (a١, . . . , an) = tM٢ (a١, . . . , an).

که دهیم نشان ͬ خواهیم م

N |= t١

(
F (a١), . . . , F (an)

)
= t٢

(
F (a١), . . . , F (an)

)
که دهیم نشان ͬ خواهیم م یعنͬ

tN١

(
F (a١), . . . , F (an)

)
= tN٢

(
F (a١), . . . , F (an)

)
.

که این از

tM١ (a١, . . . , an) = tM٢ (a١, . . . , an).

که ͬ گیریم م نتیجه است تابع ͷی F :M → N اینکه و

F
(
tM١ (a١, . . . , an)

)
= F

(
tM٢ (a١, . . . , an)

)
٢



که کردیم ثابت قبلͬ لم در

F
(
tM١ (a١, . . . , an)

)
= tN١

(
F (a١), . . . , F (an)

)
F
(
tM٢ (a١, . . . , an)

)
= tN٢

(
F (a١), . . . , F (an)

)
ͬ رسد. م پایان به حالت این در قضیه اثبات پس

ͬ کنم. م واگذار تمرین کلاس به را قضیه این اثبات تکمیل

زیرساختار ͷی M ͬ گوییم م .M ⊆ N و باشد Lساختار ͷی نیز M کنید فرض باشد. Lساختار ͷی N کنید فرض .٣ تعریف

یعنͬ باشند؛ N ثوابت و توابع روابط، تحدید M در ثوابت و توابع روابط، هرگاه است N از

cM = cN

باشیم داشته a١, . . . , an ∈M هر برای و

RM(a١, . . . , an) ⇐⇒ RN(a١, . . . , an)

دیͽر بیان به

RM = RN|M

باشیم داشته a١, . . . , an ∈M هر برای و

fM(a١, . . . , an) = an+١ ⇐⇒ fN(a١, . . . , an) = an+١

دیͽر بیان به

fM = fN|M

.١ تمرین

این (خودتان
∩

Ni دهید نشان باشد. N زیرساختارهای از خانواده ای {Ni}i∈I و باشد Lساختار ͷی N کنید فرض .١

است. N از زیرساختار ͷی کنید) معرفͬ را آن در زبان تعابیر و آن جهان یعنͬ کنید، معنͬ را ساختار

تولید زیرساختار هستند، S شامل که N زیرساختارهای همه ی اشتراک  به باشد دلخواه مجموعه ی ͷی S ⊆ N اگر .٢

است زیر صورت به ⟨S⟩N جهانِ که دهید نشان ͬ دهند. م نشان ⟨S⟩N با را آن و ͬ شود م گفته S توسط شده

⟨S⟩N = {tN(a١, . . . , an)|a١, . . . , an ∈ S و است Lترم ͷی t}

است: زیر صورت به a عنصر توسط شده تولید گروه آنگاه .a, b ∈ G و باشد گروه ͷی G که کنید فرض .۴ مثال

⟨a⟩G = {an|n ∈ Z}

است: زیر صورت به a, b عناصرِِ توسط شده تولید گروه و

⟨a, b⟩G = {anbm|m,n ∈ Z}

٣



است: زیر صورت به a توسط شده تولید برداری فضای آنگاه a, b ∈ K و باشد برداری فضای ͷی K اگر .۵ مثال

⟨a⟩K = {na|n ∈ Z}

است: زیر صورت به a, b توسط شده تولید برداری فضای

⟨a, b⟩K = {ma+ nb|m,n,∈ Z}

کرد؟ اصلبندی ͬ توان م زبانͬ چه در را حقیقͬ اعداد میدان روی برداری فضای ͷی شما نظر به

داریم L زبانِ در ϕ جمله ی هر برای آنگاه باشند، ایزومرف Lساختارِ دو M,N اگر که ͬ شود م نتیجه ٢ لم̧ از .٢ تمرین

M |= ϕ⇔ N |= ϕ.

متناهͬ جهانهای با Lساختار دو M,N اگر یعنͬ است. درست متناهͬ ساختارهای L برای گفته این عکس̞ که دهید نشان

داریم ϕ Lجمله ی هر برای که بدانیم و باشند

M |= ϕ⇔ N |= ϕ.

است. ایزومرف N با M آنگاه

ͬ گوییم م اتومرفیسم ͷی F : M → M پوشای و ͷی به ͷی نگاشتِ به باشد. ساختار L ͷی M که کنید فرض .٣ تمرین

تعداد که دهید نشان باشد. متناهͬ جهانͬ با Lساختار ͷی M که کنید فرض باشد. خودش و M میان ایزومرفیسم ͷی هرگاه

با است برابر هستند M جهانِ دارای که M با ایزومرف Lساختارهای

Mشتهایͽجای تعداد
M اتومرفیسمهای تعداد

.۴ تمرین

.(N,≤) ̸|= ϕ ولͬ (Q,≤) |= ϕ که بزنید مثال L = {≤} زبان در ϕ جمله ی ͷی •

ͬ توانند م ساختار دو این آیا .(C,+, .) |= ϕ اما (R,+, .) ̸|= ϕ که بزنید مثال L = {+, ·} زبانِ در ϕ جمله ی ͷی •

باشند؟ ایزومرف هم با

.۵ تمرین

a, b ∈ R هر برای ،R = (R,+, ·, ٠, ١) ساختارِ در که طوری به بزنید مثال L = {+, ·, ٠, ١} زبانِ در فرمول ͷی •

باشیم داشته

R |= ϕ(a, b) ⇔ a ≤ b.

است، قضیه ͷی صورتِ و نیست آسان تمرین (این کنید جایͽزین Z = (Z,+, ·, ٠, ١) با را R ساختارِ بالا، تمرین در •

کنید.) کار کمͬ آن روی که است خوب حال این با

.۶ تمرین

۴



داشته a, b ∈ N هر برای N = (N,+, ·) ساختارِ در که طوری به بنویسید، L = {+, ·} زبانِ در ϕ نام به فرمولͬ •

باشیم

N |= ϕ(a, b) ⇔ b = a+ ١

که طوری به بنویسید، فرمولͬ بالا، شرطهای همان با •

N |= ϕ(a, b) ⇔ a < b.

صورت (در که بنویسید ϕ مانند فرمولͬ است، موضعͬ دو تابع ͷی برای نمادی f آن در که L = {f} زبانِ در .٧ تمرین

باشد. نامتناهͬ M اگروتنهااگر M |= ϕ باشیم داشته M Lساختارِ هر برای انتخاب) اصل پذیرش

درستͬ ١ . ١

ͷی بودن درست شدیم. آشنا متغیرها از ارزیابی ͷی تحت ساختار ͷی در فرمول ͷی بودن درست مفهوم با گذشته درسهای در

ͬ نوشتیم: م بود، درست β ارزیابی̞ با M ساختارِ در ϕ فرمولِ وقتͬ داشت. بستگͬ آن متغیرهای ارزیابی به ساختار، ͷی در فرمول

اگر دارد، بستگͬ آن آزاد متغیرهای به تنها فرمول درستͬ که آنجا از که گفتیم و کردیم ساده تر بعداً را نمادها نیز .M |= ϕ[β]

.M |= ϕ(a١, . . . , an) ͬ نویسیم م M |= ϕ[β] جای به آنگاه β(xi) = ai که بدانیم و باشد فرمول ͷی ϕ(x١, . . . , xn)

مقادیر) با متغیرها جایͽذاری به (یا ارزیابی نگاشتهای به آن درستͬ آنگاه باشد، نداشته آزادی متغیر هیچ ϕ اگر که گفتیم نیز

ندارد. بستگͬ

متغیرِ برای که ارزیابی ای هر با و ساختاری L هر در فرمول، این بͽیرید. نظر (L دلخواه˼ زبانِ ͷی (در در را x = x فرمولِ

ͬ خوانیم. م درست همواره را فرمولͬ چنین است. درست باشیم، داشته آن

β : {v٠, . . .} → M تعبیرِ تابع̧ هر ازای به و M Lساختارِ هر برای هرگاه ͬ نامیم م همواره درست را φ Lفرمول .۶ تعریف

باشیم داشته

M |= φ[β]

هرگاه است درست همواره φ(x١, . . . , xn) کرد: بیان صورت بدین ͬ توان م شده ساده سازی نمادهای با را بالا تعریف

باشیم داشته a١, . . . , an ∈M چندتایی هر و M Lساختارِ هر برای

M |= φ(a١, . . . , an)

درست همواره ∀x١, . . . , xn φ(x١, . . . , xn) جمله ی هرگاه است درست همواره φ(x١, . . . , xn) فرمول دیͽر بیان به

باشیم: داشته M Lساختارِ هر در یعنͬ باشد؛

M |= ∀x١, . . . , xn φ(x١, . . . , xn).

جمله ی که ͬ کنم م ادعا بͽیرید. نظر در را رو پیش مثال باشید داشته درست همواره فرمولهای به نسبت بهتری درک که این برای

است: درست همواره زیر

دارند. کلاه همه باشد، داشته کلاه او اگر که هست نفر ͷی انسانͬ جامعه ی هر در

۵



ͷی M کنید فرض کنیم. بررسͬ دلخواهͬ جامعه ی هر در را آن بودن درست باید فرمول، این بودن درست بررسͬ برای

اگر ندارد. کلاه که هست نفر ͷی حداقل یا دارند، کلاه همه یا نیست: خارج حالت دو از آنجا در باشد. دلخواه انسانͬ جامعه ی

جمله ی هم باز باشد نداشته کلاه علͬ) نام به (مثلا نفر ͷی اگر است. درست جامعه آن در بالا جمله ی باشند، داشته کلاه همه

ͬ داشتند! م کلاه همه ͬ داشت م کلاه علͬ اگر مقدم، انتقای به چون، است. درست بالا

دهید قرار کنیم. فرمولبندی مناسب زبان ͷی در را بالا جمله ی بیایید

L = {
Hat
↑
H (x)}

ͬ شود: م نوشته زیر صورت به بالا جمله ی دارد. کلاه x که باشد معنͬ این به است قرار H(x) موضع̞ͬ تک محمول̞ͬ نماد

∃x (H(x) → ∀y H(y)).

مجموعه ی ما، جهان کنید فرض است. درست باشیم Hداشته از که «برداشتͬ» هر با و ساختاری هر در بالا جمله ی که کنید دقت

بالا جمله ی معنای صورت، آن در است. شده علامت گذاری گوسفندی که باشد این بیانگر H(x) و باشند گله ͷی گوسفندان

علامت گذاری گوسفندان همه  ی باشد، شده علامت گذاری او اگر که ͬ شود م پیدا گوسفند ͷی که است این ما گوسفند گله ی در

شده  اند.

است! درست آنها همه ی در ولͬ باشد داشته متفاوت «معانͬ» ͬ تواند م مختلف جهان در ما، نظر مورد جمله ی که کنید دقت

شما به مجموعه ها درباره ی قضیه ای ریاضͬ در من وقتͬ است. همین ریاضیات برای صورتگرائͬ روش انتخاب علل از ͬͺی

من اگر که شده اند طراحͬ گونه ای به استدلال روشهای ولͬ دارد؛ وجود مجموعه  از تصوری چه شما ذهن در ͬ دانم نم ͬ گویم، م

تجسم های افراد، که این از فارغ ͬ آید؛  م در درست کسͬ هر ذهنͬ تصور با جمله آن کنم، «اثبات» مجموعه ها درباره ی چیزی

باشند. داشته ͬ توانند م حقیقت ͷی از متفاوتͬ

باشد، داشته را علائم حداقل که زبان ͷی داشتن فرمول، ͷی بودن درست همواره تعریف برای که کرده ایم بررسͬ زیر لم در

است. کافͬ

همواره هم Kفرمول ͷی عنوان به φ آن گاه باشد ١ درست همواره φ Lفرمولِ اگر باشند. زبان دو L ⊆ K کنید فرض .٧ لم

است. درست

باشد. درست Lساختار هر در φ(x١, . . . , xn) Lفرمولِ کنید فرض اثبات.

کنید فرض باشد. Kساختار ͷی N کنید فرض است. درست نیز Kساختار هر در φ(x١, . . . , xn) اینکه اثبات هدف.

آنگاه است.) (N,+, ·) از تحدیدی (N,+) (مثال. ͬ آید. م دست به L زبان به N تحدید از که باشد ساختاری M

M |= ∀x١, . . . , xn φ(x١, . . . , xn)

داریم M = N که آنجا از

N |= ∀x١, . . . , xn φ(x١, . . . , xn)

١logically valid

۶



نگنجانده ایم: را زبان زیر نمادگذاری در ندارد، چندانͬ بستگͬ زبان به بودن درست همواره که آنجا از

ͬ نویسیم م باشد، درست همواره φ Lفرمولِ اگر .٨ نمادگذاری

|= φ.

باشیم داشته M Lساختارِ هر برای اگر دهید نشان (اردشیر). ٨ تمرین

M |= φ⇒ M |= ψ

آنگاه

|= φ⇒|= ψ

M |= φ اگر M ساختارِ هر برای که ͬ شود نم نتیجه |= φ ⇒|= ψ از یعنͬ نیست؛ درست گفته این عکس که دهید نشان

.|= (φ→ ψ) که گرفت ͬ توان نم نتیجه |= φ⇒|= ψ از دیͽر بیان به .M |= ψ آن گاه

ͬ شوند. م ناشͬ گزاره ها منطق تاتولوژیهای از درست، همواره فرمولهای از برخͬ

تاتولوژی ͷی f(p١, . . . , pn) که باشد f(ψ١, . . . , ψn) صورت به φ فرمول هرگاه ͬ نامیم م تاتولوژی را φ فرمول .٩ تعریف

باشند. اول مرتبه ی فرمولهای ψ١, . . . , ψn و باشد گزاره ها منطق در

مثال برای
..١ φ ∧ (φ→ ψ) → ψ

است. آمده دست به گزاره ها منطق در زیر تاتولوژی از که است اول مرتبه ی منطق در تاتولوژی ͷی

(
p ∧ (p→ q) → q

)
است. اول مرتبه ی درمنطق تاتولوژی ͷی زیر فرمول همچنین

..٢ φ ∨ ¬φ.

٧
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