
مدل نظریه ی ادامه ی یازدهم، جلسه ١

مدل نظریه ی در شدیم. آشنا مشخص ارزیابی ͷی تحت ساختار ͷی در فرمول ͷی بودن درست مفهوم با قبل جلسات در

ͬ کنیم. م ساده سازی زیر صورت به را نمادها معمولا˟

میان در آزاد متغیرهای با فرمول ͷی φ(x١, · · · , xn) و a١, · · · , an ∈ M و باشد Lساختار ͷی M کنید فرض

ͬ نویسیم م M |= φ[β] جای به آنگاه β(xi) = ai و باشد M ساختارِ در متغیرها از ارزیابی ͷی β اگر باشد. x١, · · · , xn

.tM(a١, · · · , an) ͬ نویسیم م tM[β] جای به آنگاه باشد ترم ͷی t(x١, . . . , xn) اگر همچنین .M |= φ(a١, · · · , an)

کنید. بیان جدید های نماد با را جایͽذاری لم .١ تمرین

آورده ایم. را تئوریها از دیͽر مثال چند جلسه این در شدیم. آشنا تئوری ها مفهوم̧ با قبل جلسه ی در

اگر که باشد ای گونه به T تئوری بنویسید.(یعنͬ نامتناهͬ های مجموعه برای T تئوری ͷی L مناسبِ زبان ͷی در .١ مثال

کنید.) بندی اصل را متناهͬ مجموعه های دیͽر، بیانͬ به باشد؛ نامتناهͬ ای مجموعه M آنگاه M |= T

چنین در ندارد. وجود آن در ثابت یا رابطه ای یا تابعͬ نماد هیچ که بͽیرید نظر در را زبانͬ یعنͬ L؛ = ∅ دهید قرار پاسخ.

بͽیرید: نظر در را زیر جمله های ساخت. جمله متغیرها و منطقͬ ادوات از استفاده با باید تنها زبانͬ

φ٢ : ∃x١, x٢ x١ ̸= x٢

φ٣ : ∃x١, x٢, x٣ (x١ ̸= x٢) ∧ (x١ ̸= x٣) ∧ (x٢ ̸= x٣)

...

φn : ∃x١, · · · , xn

∧
i̸=j(xi ̸= xj)

...

عنصر n حداقل ما، نظر مورد مدلِ جهان در که است این بیانگر φn جمله ی هر که کنید دقت .T = {φi | i ∈ N} دهید قرار

M پس است؛ عضو n دارای حداقل n طبیع̞ͬ عدد هر برای M آنگاه M |= T اگر آنگاه اگر که کنید دقت است. موجود

است. نامتناهͬ

ͷی قطعاً آنها از مدل هر که نوشتیم اصول از مجموعه ای یعنͬ کردیم؛ اصل بندی را نامتناهͬ مجموعه های بالا، مثال در

مدل، نظریه ی در مطالعه مورد موضوعات از ͬͺی آنهاست. از مدل ͷی نامتناهͬ مجموعه ی هر و است نامتناهͬ مجموعه ی

است. مختلف ساختارهای برای مناسب اصل بندی های یافتن

M |= T که طوری به نوشت T تئوری ͷی ͬ توان م آیا یعنͬ کرد؛ بندی اصل را متناهͬ مجموعه های توان مͬ آیا .٢ مثال

دید). خواهیم آینده های درس در را آن پاسخ ولͬ کنید فکر سوال این (روی باشد؟ متناهͬ M اگروتنهااگر

M |= T اگر که بنویسید چنان را T تئوری است. دوموضعͬ رابطه ای نماد ͷی E آن در که L = {E} دهید قرار .٢ تمرین

آنگاه

١



دارد. عضو دو دقیقاً EM کلاس هر که باشد ارزی هم رابطه ͷی EM .١

دارد. عضوی n کلاس ͷی دقیقاً n ∈ N هر برای که باشد هم ارزی رابطه ی ͷی EM .٢

است. نامتناهͬ آن کلاس هر که باشد هم ارزی رابطه ی ͷی EM .٣

عضو ۵ دقیقاً دیͽری و است نامتناهͬ کلاس دو این از ͬͺی دارد، کلاس دو دقیقاً که باشد هم ارزی رابطه ی ͷی EM .۴

دارد.

.

تئوری ͷی بودن کامل ١ . ١

عمل و جمع عمل با K آن در که است (K,+, ·, ٠, ١) صورت به ساختاری میدان، از منظور که ͬ کنم م یادآوری جبر درس از

ساختارهای دارد. پخش پذیری ویژگͬ جمع به نسبت ضرب و ͬ دهد م آبلͬ گروه تشͺیل بͽذاریم) کنار را صفر که (وقتͬ ضرب

متشͺل میدان Zp که کنید دقت .(Q,+, ·, ٠, ١) ،(R,+, ·, ٠, ١) ،(Zp,+, ·, ٠̄, ١̄) ،(C,+, ·, ٠, ١) هستند: میدان زیر

است میدانͬ جبری، بسته ی میدان ͷی از منظور است. متناهͬ میدان ͷی که ͬ دهد م نشان را p پیمانه ی در صحیح اعداد از

اعداد میدان در (اینکه است. جواب دارای میدان آن در ضرایب با چندجمله ای معادله ی هر آن در که مختلط، اعداد میدان مانند

که دارد نام جبر اساسͬ قضیه ی است،  میدان آن در ریشه هایش همه ی و ͬ شود م تجزیه ی کامل طور به چندجمله ای هر مختلط

در زیرا نیست جبری بسته ی حقیقͬ، اعداد میدان که کنید دقت فرابͽیرید). مختلط توابع یا جبر درسهای در ͬ توانید م را اثباتش

ندارد. جواب x٢ + ١ = ٠ معادله ی مانند معادله ای آن

است: زیر صورت به ٠ ی مشخصه با جبری بسته های میدان تئوری L = {+, ·, ٠, ١} زبانِ در یعنͬ ها، حلقه زبان در

سازد: مͬ آبلͬ گروه ͷی جمع عمل با نظر مورد فضای بͽوید که اصولͬ ‐١

∀x, y, z x+ (y + z) = (x+ y) + z

∀x, y x+ ٠ = ٠ + x = x

∀x∃y x+ y = ٠

∀x, y x+ y = y + x

سازد: مͬ آبلͬ گروه ͷی ضرب عمل با نظر مورد فضای بͽوید که اصولͬ ‐٢

∀x, y, z x · (y · z) = (x · y) · z

∀x, y x · y = y · x

∀x (x ̸= ٠ → ∃y x · y = ١)

∀x x · ١ = ١ · x = x

ضرب: با جمع ی رابطه ‐٣

∀x, y, z x · (y + z) = x · y + x · z

صفر: مشخصه ‐۴

٢



١ + ١ ̸= ٠

١ + ١ + ١ ̸= ٠
...

١ + ١ + ١ + ·+ ١ ̸= ٠
...

هستند: متمایز عنصر دو ͷی و صفر اینکه ‐۵

١ ̸= ٠

بودن: جبری بسته ‐۶

∀a٠, a١ ∃xa٠ + a١x = ٠
...

∀a٠, · · · , an ∃xa٠ + a١x+ ·+ anx = ٠
...

ACF یعنͬ ,+,C)؛ ·, ٠, ١) |= ACF ͬ گوید، م جبر اساسͬ قضیه ی که طور همان .١ دهیم مͬ نشان ACF با را بالا تئوری

است این جا این در منطقͬ سوال ͷی است. آن برای مدلͬ آن، روی ضرب و جمع اعمال با مختلط اعداد که است تئوری ͷی

درسهای (و داده ایم توضیح بیشتر باره این در زیر در تواناست. مختلط اعداد ͬ های ویژگ بیان در اندازه ای چه تا ACF تئوریِ که

گفت). خواهیم باره دراین بیشتر هم باز آینده

دارد: وجود اصل بندیِ طبیعͬ ͷی Lساختار هر برای که کنید دقت

ͬ شود: م تعریف و داده نشان زیر صورت به M Lساختارِ کامل̞ تئوریِ باشد. ساختار L ͷی M کنید فرض .٣ تعریف

Th(M) = {φ|M |= φ}

اتفاقاتͬ همه ی دیͽر بیان به درستند؛ ساختار آن در که است جملاتͬ تمام̧ حاوی ساختار، ͷی کامل تئوریِ که کنید دقت

جمله L هر برای آنگاه باشد Lساختار ͷی کامل تئوری T اکر بنابراین شده اند. بیان تئوری این در ͬ دهند م رخ ساختار آن در که

نظر مورد Lساختار در آن نقیض̞ یا جمله آن خودِ یا جمله ای، هر برای زیرا است؛ طبیعͬ علت، φ¬؛ ∈ T یا φ ∈ T یا φ

است. درست

که گفتیم نیز C؛ |= Th(C) که است واضح .Th(C,+, ·, ٠, ١) بͽیرید: نظر در را مختلط اعداد کامل تئوری حال

تئوری دو این که ͬ کند م بیان مدل نظریه ی در قضیه ای تئوری هاست. این دوی هر برای مدلͬ مختلط، اعداد یعنͬ .C |= ACF

است). دیͽری از مدلͬ کدام، هر از مدلͬ هر (یعنͬ دارند یͺسانͬ مدلهای

مختلط، اعداد کامل تئوری از مدلͬ هر یعنͬ است؛ هم ارز مختلط، اعداد کامل̞ تئوریِ با ACF تئوری (رابینسون). ۴ قضیه

است. مختلط اعداد کامل تئوری از مدل ͷی ACF از مدلͬ هر و است ACF از مدل ͷی
١algebraically closed fields

٣



درست نیز ACF از دیͽری مدل هر در باشد، درست مختلط اعداد در که جمله ای هر که است این بالا قضیه ی نتیجه ی

دیͽر بیان به است. نادرست نیز ACF از دیͽری مدل هر در باشد، نادرست مختلط اعداد درباره ی که جمله ای هر و است

ͬ کند. م اصل بندی کامل طور به را مختلط اعداد ACF

در درست جملات همه ی تعداد از آن اصول تعداد و است ͬͺکوچ نسبتاً مجموعه ی ACF اصولِ مجموعه ی که کنید دقت
٢ نوشت. الͽوریتم ͷی توسط ͬ توان م را اصول این مجموعه ی همچنین است. کمتر بسیار مختلط اعداد

N = طبیعͬ، اعداد ساختارِ هستند. کامل اصل بندی دارای ریاضیات دیͽر بخشهای کدام که است این طبیعͬ سوال ͷی

تئوری ͷی) نوشت طبیعͬ اعداد برای کامل تئوری ͷی توان مͬ آیا .T = Th(N) کنید فرض و بͽیرید نظر در را (N,+, ·)

اصول دستگاه مهمترین است. شده زیادی تلاشهای طبیعͬ اعداد اصل بندی برای کرد). تولید الͽوریتم ͷی توسط را آن بتوان که

L = {+, ·, ٠, s} زبانِ در را طبیعͬ اعداد ساختار پئانو اصول آورده ایم. را آنها زیر در که پئانوست، اصول طبیعͬ، اعداد برای

است. (x 7→ x+ ١) تالͬ تابع برای تابعͬ نماد ͷی s آن در که ͬ کند م اصل بندی

∀x s(x) ̸= ٠

∀x (x ̸= ٠ → ∃y x = s(y))

∀x x+ ٠ = x

∀x, y x+ s(y) = s(x+ y)

∀x x · ٠ = ٠

∀x, y x · s(y) = x · y + x

(φ فرمولِ هر (برای استقرا اصول شمای

∀w̄
(
φ(w̄, ٠) ∧ ∀x(φ(w̄, x) → φ(w̄, s(x))) → ∀x φ(w̄, x)

)
در صورت بدان اصل ͷی φ فرمول هر برای یعنͬ است. اصول از شمائͬ بلͺه نیست؛ اصل عدد ͷی آخر، مورد که کنید دقت

است. شده گرفته نظر

طبیعͬ اعداد در که ͬ شوند م پیدا جملاتͬ نیست. کاملͬ مجموعه ی طبیعͬ، اعداد برای پئانو اصول مجموعه ای متأسفانه

ببینید. را هرینگتون) و پاریس قضیه ی مثال (برای نیستند درست اصول این دیͽر مدلهای همه ی در ولͬ درستند

کنید. تحقیق هرینگتون و پاریس قضیه ی درباره ی .۵ پروژه 

رسید. خواهیم تئوری ͷی بودن کامل از بهتری درک به آینده، درسهای در

ایزومرفیسم

تعمیمͬ دارای جبری مفاهیم بسیاری است. جبر بخصوص ریاضͬ دیͽری شاخه های مطالعه ی برای مناسبی بستر مدل نظریه ی

هستند. مدل نظریه ی در

کپی ͬͺی دقیقاً باشد، جبری بسته ی و باشد ٢ℵ٠ آن اندازه ی که دیͽری میدان هر که است این ACF مهم ̧ ͬ های ویژگ از ͬͺی

دارد. وجود اندازه آن با جبری بسته ی میدان ͷی تنها یعنͬ است؛ مختلط اعداد میدان از

صحبت بعداً باره  این در است. غلط جمله ای چه و است درست مختلط اعداد درباره ی جمله ای چه که بͽیرد تصمیم ͬ تواند م الͽوریتمͬ ٢چنین

کرد. خواهیم

۴



پوشای و ͷبه ی ͷی تابع هرگاه است ایزومورف M با N گوییم مͬ باشند. ساختار L دو N و M کنید فرض .۶ تعریف

باشد: داشته را زیر های ویژگͬ که باشد موجود F : M → N

،F (cM) = cN باشیم داشته c ∈ L ثابت هر برای .١

،RM(a١, · · · , an) ⇐⇒ RN(F (a١), · · · , F (an)) باشیم داشته R ∈ L هر و a١, · · · , an ∈ M هر برای .٢

.fM(a١, · · · , an) = an+١ ⇐⇒ fN(F (a١), · · · , F (an)) = F (an+١) باشیم داشته f ∈ L تابع هر برای .٣

ͬ دهد. م رخ یͺسانͬ اتفاقهای ایزومرف، ساختار دو در که ͬ کند م بیان زیر لم

و باشد فرمول L ͷی φ(x١, · · · , xn) اگر صورت این در باشند. ایزومورف ساختار L دو N و M کنید فرض .٧ لم

آنگاه a١, · · · , an ∈ M

M |= φ(a١, · · · , an) ⇐⇒ N |= φ(F (a١), · · · , F (an))

کرد. خواهیم اثبات آینده جلسه ی در را بالا لم

ͬ کنم. م سپاسͽزاری جلسه این جزوه ی تایپ بابت نیͷ آبادی امیر آقای از

۵
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