
مقدماتͬ مدل نظریه ی شروع و جایͽذاری لم دهم، جلسه ١

به s ترم̧ جایͽذاری از که است ترمͬ t s
x

از منظور باشد، دیͽر ترم ͷی s و x ∈ var(t) و باشد ترم ͷی t اگر .١ یادآوری

است فرمولͬ φs
x

فرمول آنگاه باشد، φ در آزادی متغیر x و باشد فرمول ͷی φ اگر همچنین ͬ شود. م ایجاد t در x متغیرِ جای

کرده ایم. دقیق تر را دوم تعریف زیر در ͬ شود. م ایجاد φ در x جای به s جایͽذاری با که

ͬ شود. م تعریف زیر استقرایی صورت به φs
x
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آنگاه φ = Rt١, · · · , tn اگر .٢

شما. عهده ی به تعریف ،φ = ¬ψ یا φ = ψ١ ∧ ψ٢ .٣

.φs
x
= ∃yψ s

x
آنگاه x ̸= y اگر و φs؛

x
= φ آنگاه x = y اگر آنگاه، φ = ∃yψ .۴

به نسبت متغیر ͷی بودن «آزاد مفهوم̧ زیر در کردیم. تعریف را فرمول ͷدری متغیر» ͷی بودن «آزاد مفهوم قبل جلسه ی در

هرگاه است، آزاد φ فرمول در s ترم به نسبت x متغیر ͬ گوییم م دقیق، غیر بیان به کرده ایم. تعریف را فرمول» ͷی در ترم ͷی

حلقه ها، زبان در زیر فرمول در مثال برای کند. پای بند را s از متغیری که نباشد سوری هیچ از متأثر φ در x آزاد حضورِ هیچ

نیست. آزاد s = y٢ + ٢y ترم به نسبت x متغیر

∃y y٢ + ٢y = x

است: آزاد s به نسبت φ در x زیر فرمولهای در اما

∀x ∃y y٢ + ٢y = x

∃y (y٢ + ٢y = ٠) ∧ (x = y)

پیش قسمتِ روی تنها سور دوم، فرمول در و ندارد، تداخلͬ s ترم با و است پایبند متغیری کلا́ x اول فرمولِ در که کنید دقت

کنیم. دقیق استقرائͬ صورت به را بالا تعریف بیائید ͬ شود. نم درگیر x متغیرِ با آن اثر بنابراین و ͬ کند م اثر عطف از

هرگاه است، آزاد s ترم به نسبت φ فرمول در x متغیر .٣ تعریف

یا باشد، φ در پای بند متغیر ͷی x .١

دهد. رخ زیر استقرایی موارد از ͬͺی و باشد آزاد φ در x متغیر .٢

.x ∈ var(t٢) یا x ∈ var(t١) و φ = (t١ = t٢) •

ها. i از ͬͺی برای x ∈ var(ti) φ = Rt١, · · · , t٢ •

باشد. آزاد ψ٢ برای s به نسبت x یا باشد آزاد ψ١ برای s به نسبت x و φ = ψ١ ∧ ψ٢ •

باشد. آزاد ψ برای s به نسبت x و φ = (¬ψ) •

١



نباشد. s در y متغیرِ و باشد آزاد ψ در s به نسبت x هرگاه است آزاد φ در s به نسبت x آنگاه φ = (∃yψ) اگر •

است). آزاد φ در x که کرده ایم فرض زیرا x ̸= y داریم حالت این در که کنید دقت (اولا˟ 

نگاشت ͷی تحت فرمولها و ترمها اینگونه تعبیر برای روشͬ زیر در کردیم. معرفͬ را φ s
x

فرمولِ و φ s
x

ترم̧ درس، ابتدای در

داریم: زیر یادآوری به نیاز آن از پیش کرده ایم. بیان را متغیرها ارزیابی

باشد. دلخواهͬ عنصر a ∈ A و باشد A ساختار در ارزیابی نگاشت ͷی β : {v٠, v١, . . .} → A که کنید فرض .۴ یادآوری

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به β a
x
: {v٠, v١, . . .} → A ارزیابی نگاشت آنگاه

β
a

x
(v) =

 β(v) v ̸= x

a v = x

و باشد Lساختار ͷی A باشند، زبان این در ترم دو t و s باشد، اول مرتبه ی زبانِ ͷی L کنید فرض (جایͽذاری). ۵ لم

β : {v٠, v١, . . .} → A

آنگاه باشد. A ساختارِ جهان در متغیرها ارزیابی نگاشت ͷی

(t
s

x
)A[β] = tA[β

sA[β]

x
] .١

باشد. آزاد φ در s به نسبت x که شرطͬ به A |= φ
s

x
[β] ⇔ A |= φ[β

sA[β]

x
] .٢

زیر). (مثال است. لازم φ در s به نسبت x بودن آزاد شرط .۶ توجه

بͽیرید: نظر در را زیر فرمول .٧ مثال

φ : ∀y y٢ + y = x

داریم: آنگاه s = y اگر

φ
s

x
: ∀y y٢ + y = y

بͽیرید: نظر در را زیر ارزیابی حال

β : y 7→ ٢, x 7→ ٣, vi 7→ i

داریم

φ[β
sA[β]

x
] = ∀y y٢ + y = ٢

نیستند. معادل هم با φ[β s
A[β]

x
] و φs

x
[β] فرمولهای حقیقͬ اعداد ساختارِِ نظر از که است واضح

و بالا نمادگذاری های شاید ͬ پردازیم. م مقدماتͬ مدل نظریه ی به جلسه دو ͬͺی و ͬ کنیم م رها مدتͬ تا را منطقͬ فُرمالیسم

که کنیم ثابت درس این در مهمͬ قضیه ی است قرار که باشد یادتان ولͬ باشد، کرده خسته را شما تعاریف در حد از بیش دقت

ملموسترند. بحثها مدل، نظریه ی در خوشخبتانه است. شده بنا صورت گرائͬ) (یعنͬ فرمالیسم این پایه ی بر

٢



١ مقدماتͬ مدل نظریه ی ١ . ١

ͬ گوییم. م جمله باشد، نداشته آزاد متغیر که فرمولͬ به .٨ یادآوری

با را آن که A ساختارِ ͷی در جمله ͷی بودن درست مفهوم̧ با پیشین درسهای در

A |= φ

است. φ جمله ی برای مدلͬ A ساختارِ ͬ گوییم م آنگاه A |= φ اگر شدید. آشنا ͬ دهیم، م نشان

باشیم: داشته M ساختار L هر برای که طوری به بنویسید φ جمله ی ͷی زبان، آن در و کنید انتخاب L زبان ͷی .٩ مثال

است. زوج M اعضای تعداد آنگاه باشد، متناهͬ M و M |= φ اگر

زیر جملات است. موضعͬ دو رابطه ی ͷی برای نمادی E آن در که ͬ گیریم م L = {E} صورت به را نظر مورد زبان اثبات.

بͽیرید: نظر رادر

φ١ : ∀x E(x, x) •

φ٢ : ∀x, y E(x, y) → E(y, x) •

φ٣ : ∀x, y, z E(x, y) ∧ E(y, z) → E(x, z) •

φ۴ : ∀x, y, z ((x ̸= y) ∧ (x ̸= z) → (E(x, y) ∧ E(x, z) → y = z)) •

φ۵ : ∀x ∃y (x ̸= y ∧ E(x, y)) •

دهید: قرار

φ = φ١ ∧ φ٢ ∧ · · · ∧ φ۵

رابطه ی ͷی EM آنگاه M |= φ اگر دارد. وجود EM دوتایی رابطه ی ͷی M روی آنگاه باشد ساختار L ͷی M اگر

زوج (M اعضای (تعدای |M | آنگاه باشد، متناهͬ M اگر پس دارد. عضو دو دقیقاً آن کلاس هر که است، ارزی هم

است.

باشد. گروه ͷی M آنگاه M |= ϕ اگر که طوری به بنویسید φ جمله ی ͷی مناسب زبان ͷی در .١٠ مثال

داریم)  لازم گروه ضرب عمل برای را آن (که است موضعͬ دو تابع ͷی آن در که ͬ گیریم م نظر در را L = {∗, e} زبانِ پاسخ.

بͽیرید: نظر در را زیر جملات حال داریم). نیاز گروه خنثای عضو برای را آن (که است ثابت ͷی e و

φ١ : ∀x x ∗ e = e ∗ x = x .١

φ٢ : ∀x ∃y x ∗ y = y ∗ x = e .٢

φ٣ : ∀x, y, z x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z .٣

٣



خنثای عنصرِ که است گروه ͷی (M, ∗M, eM) آنگاه M |= φ١ ∧φ٢ ∧φ٣ و باشد Lساختار ͷی M اگر که کنید دقت حال

و ∗Z = + داریم ترتیب به آنها در که Q = (Q − {٠}, ·, ١) |= φ یا Z = (Z,+, ٠) |= φ مثال، برای است. eM آن

.eQ = ١ و ∗Q = · و eZ = ٠

ͬ شود. م گفته Lتئوری ͷی L زبانِ در جملات از مجموعه ͷی به .١١ تعریف

گروه هاست. تئوری قبل، مثالِ نمادهای مطابق ،Tgroup = {φ١, φ٢, φ٣} مثلا́

φ ∈ T هر برای هرگاه است) T تئوریِ برای مدلͬ M (بخوانید M |= T ͬ گوییم م باشد، Lتئوری ͷی T اگر .١٢ تعریف

.M |= φ باشیم داشته

باشد. داشته جمله نامتناهͬ ͬ تواند م T تئوری .١٣ توجه

.Q |= Tgroup و Z |= Tgroup بالا، نمادهای مطابق .١۴ مثال

به M اندازه ی آنگاه باشد، متناهͬ M و M |= T اگر که طوری به بنویسید T تئوری ͷی L مناسب زبان ͷی در .١ تمرین

.m,n ∈ N برای باشد ٢n.٣m صورت

باشد. نامتناهͬ ͬ تواند م نیز زبان .١۵ توجه

ͬ کنم. م سپاسͽزاری جلسه این جزوه ی تایپ بابت شیروانیان» «زهرا خانم سرکار از

۴
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