
ریاضͬ منطق معرفͬ اول، جلسه ی ١

واحدی سه درس ͷی عنوان به هم و ریاضͬ، رشته ی گرایشهای از ͬͺی عنوان به هم را ریاضͬ منطق است قرار جلسه این در

است: اصلͬ زیرگرایش چهار دارای خود که است محض ریاضیات از گرایشͬ ریاضیات مبانͬ یا ریاضͬ، منطق کنم. معرفͬ

فراخورِ به گرایشها این از ͷی هر به ریاضͬ منطق درس در مجموعه ها. نظریه ی و بازگشت نظریه ی اثبات، نظریه ی مدل، نظریه ی

جنبه های بر او تکیه ی که نیست بعید رو، این از و است مدل نظریه ی مدرس، تخصصͬ گرایش̞ شد. خواهد پرداخته وقت

بچربد. جنبه ها بقیه ی بر درس مدلͬ نظریه ی

است، نبوده منطق از خالͬ ریاضͬ از جائͬ و است داشته وجود ریاضͬ علم کنار در ِکار، ابزار عنوان به همواره منطق علم

ریاضیات در مستقل گرایش ͷی به آن شدن تبدیل و منطق بیشتر یافتن اهمیت باعث نوزدهم قرن در رویدادهائͬ وقوع لیͺن

پرداخت. خواهیم رویدادها این از برخͬ به مقدماتͬ، ذکر با زیر، در شد.

شده اند ثابت قبلا́ که قضايائͬ نخست، نیازمندیم عامل دو به ریاضیات در قضیه ͷی اثبات برای ͬ دانید م که طور همان

روشهای باید که ͬ دانیم م نیز را (این کردن استدلال روش با آشنائͬ دوم، و ͬ کنیم) م استفاده آنها از پیش فرض عنوان به (که

قضایای از اثبات شده قبلا́ قضایای آن خودِ اما باشند). یͺسان صورت به و پذیرفته شده ͬ دانان ریاض همه ی بین کردن استدلال

مجموعه ای آیا که ͬ آید م پیش سوال این پس ترتیب. همین به نیز آنها و شده اند نتیجه منطقͬ استدلالهای توسط هم باز دیͽری،

آن نادرستͬ باشد، نادرست که چه هر و برسد، آنها از ͬͺی به نهایت در ریاضͬ در قضیه ای هر که دارد وجود اولیه اصول از

دارد؟ وجود ریاضیات برای اصول از ١ کامل مجموعه ای آیا دیͽر، بیان به شود؟ نتیجه اصول این از

اصلبندی دارای گذشته از ریاضیات از بخشهایی باشد. بوده مطرح ریاضیدانان برای همواره بالا، سوال که است طبیعͬ

ͬ شوند، م نتیجه آنها از اقلیدسͬ) هندسه ی (در قضایا همه ی که است ساده اصل چند دارای اقلیدسͬ هندسه ی مثال، برای بوده اند:

در که آلمانͬ ریاضیدان هیلبرت، کرد. ثابت را آن بودن اشتباه ͬ توان م اقلیدس اصول از استفاده با باشد، اشتباه که چیزی هر و

دارد. وجود اولیه اصول از مجموعه ای نیز علم ͷی عنوان به ریاضیات برای که بود معتقد داشت، تبحر ریاضͬ گرایشهای اکثر

کرد. مطرح معروف سخنرانͬ ͷی در را ریاضͬ علم در باز مسئله ی ٢٣ هیلبرت میلادی، ١٩ قرن در

درگرایشهای هیلبرت، توسط شده مطرح سوال ٢٣ که ͬ کنم م پیشنهاد دانشجو به تحقیقاتͬ، پروژه ی ͷی عنوان به .١ پروژه

کند. جمع آوری را ریاضͬ مختلف

نتیجه او توسط شده وضع اصول از بود، کرده ثابت اقلیدس که قضایائͬ برخͬ واقع در ) بودند؟ چه اقلیدس اصول .٢ پروژه

کرد.) کامل را هندسه اصول هیلبرت و ͬ شد نم

کند تعیین که دارد وجود ͷوریتمیͽال روش ͷی آیا دهم: مسئله ی است؛ درس این علاقه ی مورد ͬͺی مسائل، این میان از

به منجر بالا سوال خیر؟ یا است صحیح اعداد در ریشه ای دارای صحیح، اعداد در ضرایب با چندمتغیره جمله ایِ چند ͷی آیا که

این صورت ماست. بحث به مربوط که شد، ٢ Entscheidungsproblem آلمانͬ، به تصمیم گیری»، «مسئله ی شدن مطرح  

نوشت طبیعͬ) اعداد برای خاص طور (به ریاضیات برای اصول از (ی کوچͷ ومناسبی) مجموعه  ͬ توان م آیا است: این مسئله

از آن نادرستͬ باشد نادرست که چه هر و شود نتیجه اصول این از آن درستͬ است، درست ریاضیات در که چه هر که طوری به

شود؟ نتیجه اصول این

شد. خواهد معنͬ درس این در که است تخصصͬ عبارت ͷی «کامل» ١عبارت

پغُبلم ا˚نْتْشای˂دونگز ٢بخوانید:

١



چنین امͺان که است، کرده عرضه را خودش ناتمامیت قضیه ی گودل دیͽری، روز در احتمالا˟ گردهمائͬ، همان در ظاهراً

منطقͬ) نظر از (مناسب اصل بندی  هر گودل) دوم ناتمامیت (قضیه ی قضیه ، این به بنا ͬ کند. م نفͬ ریاضیات برای را اصل بندی

آنها توسط که ͬ شود م پیدا طبیعͬ اعداد درباره ی درستͬ قضیه ی یعنͬ است؛ ناکامل بͽیریم، نظر در طبیعͬ اعداد برای که
٣ نیست. اثبات قابل

بوده ریاضͬ منطق گرایش شروع در مهم ارکان از ͬͺی پرداخت، خواهیم بدان درس این در که گودل، ناتمامیت قضیه ی

برای شود) معلوم آن از چیز همه بودن غلط و درست که اصلبندی ای (یعنͬ کامل اصلبندیِ قضیه ، این به بنا که گفتیم است.

که اینجاست مشͺل اولیه اند. اصولͬ دارای شده اند، ثابت ریاضیات در اکنون تا که چیزهائͬ حال این با ندارد؛ وجود ریاضیات

داده ام. توضیح بیشتر باره این در کوتاه مقدمه ای از پس زیر در نه. یا ͬ شوند م منجر تناقضͬ به اصول این آیا که ͬ دانیم نم

ریاضیات در اساسͬ نقشͬ «مجموعه » مفهوم که شد معلوم ریاضͬ، آنالیز ویژه به ریاضͬ، گرایشهای سایر پیشرفت با همزمان

صحیح اعداد مجموعه اند، توابع و روابط کنید) مراجعه مدرس ریاضͬ مبانͬ جزوه ی (به مجموعه اند طبیعͬ اعداد ͬ کند. م بازی

و ͬ آیند م دست به صحیح اعداد روی هم ارزی رابطه ی ͷی با گویا اعداد ͬ شوند، م حاصل طبیعͬ ازاعداد هم ارزی رابطه ی نوعͬ با

ریاضیات، اصلبندی برای و مجموعه اند ریاضͬ پدیده های همه ی بنابراین هستند. گویا اعداد از شمارا دنباله هائͬ حقیقͬ، اعداد

است. مهم بسیار مجموعه ها نظریه ی اصلبندی

اگر هستند. مشترکͬ ویژگͬ دارای که اشیاء از گردایه ای از است عبارت مجموعه مجموعه ها، شهودی تعریف نخستین در

است: مجموعه  ͷی زیر عبارت بنامیم، p را مشترک ویژگͬ این

{x|p(x)}.

x ̸∈ x عبارتِ p(x) کنید فرض کرد: ایجاد ریاضیات در بزرگͬ ابهام راسل، توسط تناقض ͷی شدن مطرح ١٩ قرن همان در

است: مجموعه ͷی زیر عبارت پس باشد.

A = {x|x ̸∈ x}

.A ̸∈ A یا A ∈ A یا نیست؛ خارج حال دو از نیست، مجموعه A که آنجا از

.A ∈ A آنگاه A ̸∈ A اگر و A ̸∈ A آنگاه A ∈ A اگر که دهید نشان .٣ تمرین

علمͬ ریاضیات پس ͬ گوید، م کانتور که باشد همین مجموعه ها نظریه ی اگر ͬ کنید، م مشاهده بالا تمرین در که طور همان

پیروی خاصͬ اصول از آن ساخت که ما، ریاضیات است ممͺن آیا است: منطق ͬ های نگران از ͬͺی خود˂ این است. آمیز تناقض

قضیه ی همان یا آن، برای کامل اصلبندی ͷی وجود سوال با ریاضیات، بودن آمیز تناقض (سوال باشد؟ تناقض آمیز ͬ کند، م

دید.) خواهید درس این در را ارتباط این است؛ ارتباط در گودل، دوم ناتمامیت

سوال ͷی از استفاده اثبات، روش که دید خواهیم و کرد خواهیم ثابت را گودل دوم ناتمامیت قضیه ی درس این در

بپرسند» خود «از اصول این و بنویسیم ریاضیات برای اصول از مجموعه ای اگر واقع در است. راسل تناقض مشابه خود˂مرجع،

نیست. دادن پاسخ قابل اصول آن توسط سوال این نداریم)، تناقض (یعنͬ سازگاریم هم با ما آیا که

ͬ خورد. م پیوند نیز نظری رایانه ی علوم مبانͬ به منطق علم مبانͬ واقع، در شد. استفاده نیز الͽوریتم کلمه  ی از بالا بحثهای در

کند تعیین که ندارد وجود «الͽوریتمͬ که ͬ گوید م کرد، خواهیم ثابت درس این در نیز را آن که گودل، اول ناتمامیت قضیه ی

که ͬ گوید م محاسبه پذیری، نظریه ی در ،۴ توقف مسئله ی خیر». یا است درست طبیعͬ اعداد در شده داده جمله ی ͷی آیا که

از دقیقتری صورت ͬ توانم نم فعلا́ دارد. نام گودل دوم ناتمامیت قضیه ی قضیه، این بفرمائید. مطالعه را بورباکͬ» «تجاهل مقاله ی ͬ کنم م ٣پیشنهاد

کنم. بیان را آن
۴Halting problem
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ارتباط به منطق درس در ͬ یابد. م ادامه  ابد تا کدام و ͬ ایستد م رایانه ای الͽوریتم کدام که کند تعیین که ندارد وجود الͽوریتمͬ

معادلند. هم با سوال دو این که دید خواهیم و پرداخت خواهیم هم با دو این

باشد،  درست اول» مرتبه ی «منطق در که چه هر قضیه، این به بنا دارد. تمامیت» «قضیه ی نام به دیͽری مهم قضیه ی گودل

شد. مدل نظریه ی نام به ریاضیات در گرایشͬ ایجاد به منجر تمامیت) قضیه ی خصوص (به گودل قضایای .۵ است اثبات قابل

بخشͬ در ͬ شوند. م استفاده ریاضͬ دیͽر گرایشهای سایر و هندسه و آنالیز و جبر مطالعه ی برای منطقͬ ابزارهای گرایش این در

گزاره ها، منطق به نخست بود: خواهد صورت بدین درس چینش نحوه ی پرداخت. خواهیم نیز مدل نظریه ی به درس این از

مجموعه ها نظریه ی وارد سپس کرد، خواهیم ثابت را گودل تمامیت قضیه ی پرداخت. خواهیم اول ی مرتبه منطق به سپس و

درس کامپیوتری علوم مبانͬ و بازگشت نظریه ی وارد سپس کرد. خواهیم ثابت را دوم و اول ناتمامیت قضیه ی و شد خواهیم

پرداخت. خواهیم حساب در گودل دوم ناتمامیت قضیه ی به و شد خواهیم

ͬ شود: م خلاصه زیر قضیه ی سه در منطق درس

حقایق بͽیریم، نظر در طبیعͬ اعداد برای که اول مرتبه ی اصول از مجموعه ای هر برای گودل: دوم ناتمامیت قضیه  .١

ͬ شوند. نم نتیجه آنها از که دارند وجود طبیعͬ اعداد درباره ی درستͬ

بͽیریم، نظر در را هستند درست طبیعͬ اعداد در که گزاره هایی همه ی مجموعه ی اگر گودل: اول ناتمامیت قضیه ی .٢

یا است مجموعه این در گزاره خودِ این آیا شده، داده گزاره ی ͷی برای که کند مشخص که ندارد وجود الͽوریتمͬ

آن. نقیض

شود، اثبات آنچه و است اثبات قابل منطق این در است، درست اول مرتبه ی منطق در آنچه گودل:  تمامیت قضیه ی .٣

است. درست

کنید. صبر جلسه چند است کافͬ آن دقیق بیان دیدن یرای کند. گیج را شما کمͬ ناتمامیت قضیه ی با قضیه این مقایسه ی است ممͺن ۵

٣
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