
مجموعه ها نظریه ی اصول بیست ودوم، و ویͺم بیست  بیستم، جلسات ١

یادآوری ١ مجموعه هاست. نظریه ی برای تئوری) ͷی ارائه ی دیͽر، بیان (به اصل بندی ͷی ارائه ی درس، ادامه ی در هدفمان

است: مهم چیز سه دانستن T تئوری ͷی مورد در که ͬ کنم م

ͬ دهد). نم تناقض (یعنͬ است؟ سازگار متناهیا تئوری این آیا .١

(T ⊬ φ ∧ ¬φ)

هستند. شͺل چه به تئوری این های مدل .٢

M |= T.

شود). ثابت تئوری در نقیض یا و خودش یا باشد، اول مرتبه ی جمله ی ͷی ϕ اگر (یعنͬ است؟ کامل تئوری این آیا .٣

پرسید. هم کرد، خواهیم ارائه مجموعه ها نظریه ی برای که اصولͬ درباره ی باید را سوالات این همه ی

است: اصل دو دارای نظریه، این کردیم. صحبت مجموعه ها برای کانتور نظریه ی درباره ی قبل، جلسه ی در

گسترش). ) ١ اصل

∀x, y ∀z(z ∈ x↔ z ∈ y → x = y)

y١, . . . , yn هر برای باشد. L = {∈} زبانِ در اول مرتبه فرمول ͷی φ(x, y١, . . . , yn) کنید فرض شمول). (اصل ٢ اصل

سیستم̧

z = {x|φ(x, y١, . . . , yn)}

است: زیر صورت به اصل این رسمͬ بیان است. مجموعه ͷی

∀y١, . . . , yn∃z∀t
(
t ∈ z ↔ ϕ(t, y١, . . . , yn)

)
ͬ شوند. م نامیده مجموعه ها) نظریه ی ساده انگارانه ی اصول (يا کانتور مجموعه های نظریه ی اصول بالا، اصل دو

هستند.) آمیز تناقض کانتور مجموعه های نظریه (یعنͬ است. ناسازگار کانتور های مجموعه نظریه .١ لم

نظریه ی اصول از زیر عبارت شمول،  اصل به بنا پس هاست. مجموعه نظریه زبان در فرمولͬ φ(x) : x /∈ x فرمول اثبات.

ͬ شود: م نتیجه ساده انگارانه مجموعه های

∃z ∀t t ∈ z ↔ t /∈ t

ͬ شود: م نتیجه زیر فرمول بالا، فرمول از است. مجموعه ͷی z = {x|x /∈ x} دیͽر بیان به

∃z z ∈ z ↔ z /∈ z.

است. آمیز تناقض بالا،  فرمول

درسͬ کلاس سرِ بود. دانشجویان از ناامیدی علت به بی انگیزگیم تر، مهم آن از و اسبا ب کشͬ به مشغولیتم جلسات، این بارگذاری در تأخیر ١علت

کلاسهای همسطح که کلاسͬ و ͬ شود، م تدریس آن وجه دقیق ترین به ریاضیات مبانͬ دارد آن در که کلاسͬ و ͬ گذارم م وقت آن لحظه  لحظه ی برای که

بودند دیͽر درسͬ درباره ی بحث حتͬ و مطالعه مشغول گروهͬ طور به حاضرین، اکثر و غایب علاقه مندم دانشجویان دنیاست، دانشͽاههای بهترین

این تایپ زحمت پیری خانم و محمدصالحͬ، و نیͷ آبادی آقایان حال، این با کنم. پاک ذهن از چͽونه را صحنه این ͬ دانم نم داشتند. را امتحانش که

شدم. آنها تصحیح و بازخوانͬ به مجاب پاسخ، در نیز من و کشیدند را جلسات

١



زیر صورت به ͬ توان م را بالا اثبات بͽیریم، نظر در را سازگار) تئوری هر داشتن (مدل تمامیت قضیه ی اگر که کنید توجه

اعضای دارد. وجود آنها برای M مانند مدلͬ آنگاه باشند، سازگار هم با مجموعه ها نظریه ی ساده انگارانه ی اصول اگر نوشت:

پس ͬ شوند. م نامیده مجموعه مدل، این

M |= ∃t ∀z z ∈ t↔ z /∈ z

که طوری به است موجود M در a مجموعه ی پس

M |= ∀z z ∈ a↔ z /∈ z.

بنابراین

M |= a ∈ a↔ a /∈ a.

نیست. امͺان پذیر این که

این وقوع دارد. نام راسل پارادوکس واقع در شد، ارائه کانتور مجموعه های نظریه ی ناسازگاری اثبات عنوان به بالا در آنچه

شد. ریاضیات برای تناقضات از عاری اصل بندی ͷی ارائه ی برای زیادی تلاشهای به منجر مشابه، پاردوکسهای و پارادوکس

به درس ادامه ی در گرفت. قرار بهتری عمومͬ اقبال مورد ،٢ انتخاب اصل همراه به فرانکل و زِرملو اصول تلاشها، این ازمیان

اصول این درباره ی باید گفتیم، جلسه این ابتدای در تئوری ͷی درباره ی که را نکته ای سه نیز پرداخت. خواهیم اصول این بیان

خواهیم ZFC بعد به این از آنها به (که انتخاب اصل به علاوه به فرانکل و زرملو اصول اگر که کنید دقت کنیم. بررسͬ نیز

ͷی هر به است. مدل ͷی دارای تمامیت)  به (بنا مجموعه ها نظریه ی آنگاه باشند، سازگار مجموعه ها، نظریه ی برای گفت)

(یعنͬ وجودشان که ͬ گوییم م مجموعه چیزهایی به تنها بنابراین، ͬ شود. م گفته مجموعه ͷی مدل، این در موجود اشیای از

هرگاه است مجموعه ͷی a مثلا́ پس شود. نتیجه ZFC اصول از بودنشان) مجموعه

ZFC ⊢ ∃x x = a

دارد وجود ͬ ء ش ͷی که کرد ثابت بتوان ZFC در هیلبرت اصول از استفاده با که است مجموعه صورتͬ در a دیͽر، بیان به

پرداخته ایم. مجموعه ها نظریه ی اصول بیان به ادامه، در است. a همان که

گسترش). (اصل ١ اصل

∀x, y ((∀z z ∈ x↔ z ∈ y) → x = y)

ͬ گفتیم م آنجا در ͬ آید. م دست به کانتور شمول اصل روی محدودیت ͷی ایجاد با واقع در اصل این تصریح). (اصل ٢ اصل

است آن از بزرگتر خیلͬ ما برای سیستم آن اینجا در است. مجموعه دارند، مشترک ويژگͬ ͷی که اشیائͬ از متشͺل سیستم که

y٠, . . . , yn که بدانیم اگر دقیقتر، بیان به ͬ کنیم. م تحدید است مجموعه ͷی ͬ دانیم م که چیزی به را آن پس باشد، مجموعه که

است: مجموعه ͷی زیر عبارت آنگاه باشد ها مجموعه نظریه زبان در فرمول ͷی φ و هستند مجموعه

{z ∈ y٠|φ(z, y١, . . . , yn)}

است: ZFC در اصل) ش˼مای ͷی واقع (در اصولِ از ͬͺی زیر عبارت تر دقیق بیان به

∀y٠, y١, . . . , yn∃t∀z z ∈ t↔ z ∈ y٠ ∧ φ(z, y٢, . . . , yn)
٢Zermelo, Fränkel, axiom of choice

٢



در بالا صورت به اصل ͷی باید φ فرمولِ ͷی هر برای که است این است اصل شمای ͷی بالا عبارت که این از منظور

شود. گرفته نظر در ZFC

مجموعه برای جهان ͷیM اگر مدلͬ، نظریه ی بیان به است. آمده پارامترها برای واقع در ∀y٠ . . . yn سور که کنید دقت نیز

زیر عبارت با دقیقا که دارد وجود جهان این در شیئͬ آنگاه باشند، جهان این در (مجموعه هایی) اشیایی a٠, . . . an و باشد،

ͬ شود: م توصیف

{x ∈ a٠|ϕ(x, a١, . . . , an}.

متعلق هم آن، اشیای که است سیسمتͬ x ∩ y از منظور است. مجموعه ͷی x ∩ y آنگاه باشند مجموعه دو x, y اگر .٢ مثال

هستند. y به متعلق هم و x به

x ∩ y = {z ∈ x|z ∈ y}

تصریح اصل بنابر اثبات.

ZFC ⊢ ∀x, y∃t∀z z ∈ t↔ z ∈ x ∧ z ∈ y

هم آن (پس دارد وجود دیͽری چیز عمومͬ) (سور باشند مجموعه چیز دو اگر که داده ایم نشان اثبات این در که کنید دقت

آندوست. اشتراک که است) مجموعه

است. مجموعه ͷی x− y آنگاه باشند مجموعه دو x, y اگر .٣ مثال

x− y = {z ∈ x|z /∈ y}

٣ شما) عهده ی به (اثبات

تصریح، اصل به بنا است، مجموعه ͷی x که این فرض با است. مجموعه ͷی تهͬ .۴ مثال

{z ∈ x|z ̸= z}

گفت: خواهیم تهͬ مجموعه ی آن به که است مجموعه ͷی

ZFC ⊢ ∃t∀z z ∈ t↔ z ∈ x ∧ z ̸= z

وجود مجموعه ͷی حتماً باشد، سازگار ZFC که صورتͬ در اما ͬ گیرند. م اصل ͷی را تهͬ مجموعه ی وجود برخͬ

ͬ شود. م ثابت نیز تهͬ مجموعه ی وجود تصریح، اصل و بالا مثال به بنا و دارد

از متشͺل کلاس یا سیستم دیͽر، بیان (به ندارد. وجود ها مجموعه همه مجموعه که شود مͬ نتیجه ZFC اصول از .۵ قضیه

نیست.) مجموعه ها، مجموعه همه

آنگاه T ∪ {φ} ⊢ ψ ∧ ¬ψ و باشد تئوری ͷی T اگر که کنید ثابت) (و دقت نخست

T ⊢ ¬φ.
کنید. مراجعه مدرس ریاضͬ مبانͬ جزوه ی به سوال این پاسخ یافتن برای چیست. y مجموعه ی متمم یعنͬ yc که آمد پیش سوال برخͬ برای ٣

٣



مجموعه ها همه ی شامل مجموعه ی ͷی وجود فرض با مجموعه ها نظریه ی اصول که ͬ دهیم م نشان بالا، نکته ی به بنا اثبات.

تصریح اصل به بنا آنگاه باشد. سازگار ZFC ∪ {∃V ∀x x ∈ V } کنید فرض پس است. ناسازگار

ZFC ⊢ ∃t∀z (z ∈ t↔ z ∈ V ∧ z /∈ z)

است: مجموعه ͷی زیر عبارت تر، رسمͬ غیر بیان به

t = {z ∈ V |z /∈ z}

داشت: خواهیم صورت این در اما

t ∈ t↔ ¬(t ∈ t).

گفته این نقیض پس است. آمیز تناقض ZFC اصول همراه به باشد، مجموعه ها، مجموعه تمام از متشͺل سیستم که این پس

ͬ شود. م نتیجه ZFC اصول از

است: وصف قابل فرمول˂ ͷی توسط مجموعه ها همه ی کلاس یعنͬ ،V که کنید دقت

V = {x|∀y y ∈ x}

است. کلاس کرده ایم، انتخاب پدیده هایی چنین برای که نامͬ نیست. مجموعه ͷی V کردیم ثابت که طور همان حال این با

تصریح اصل دارد. نام کلاس ͷی شود، توصیف کانتور) مجموعه های نظریه ی (در شمول اصل در که عبارتͬ هر واقع در

است. مجموعه ͷی مجموعه، ͷی با کلاس ͷی اشتراک که است این بیانگر

مجموعه ای یعنͬ است؛ مجموعه ͷی {x, y} آنگاه باشند مجموعه دو x, y اگر اصل،  این به بنا سازی). جفت (اصل ٣ اصل

نوشته ایم: را اصل این دقیق بیان زیر در است. شده تشͺیل x, y از تنها که است موجود

∀x, y∃t∀z (z ∈ t↔ z = x ∨ z = y)

است: زیر صورت به است، شده نوشته بالا اصل در وجودش که t مجموعه ی

t = {x, y}.

{y١, . . . , yn} آنگاه باشد مجموعه y١, . . . , yn اگر n ∈ N هر برای که شود مͬ نتیجه استقراء) با (و سازی جفت اصل از

است. مجموعه

۴ ͬ شود: م تعریف زیر صورت به (x, y) مرتب زوج باشند. مجموعه دو y و x کنید فرض .۶ تعریف

(x, y) = {{x}, {x, y}}

است. مجموعه (x, y) آن گاه باشند، مجموعه y و x اگر .٧ لم

گسترش اصل به بنا هستند. مجموعه {x, y} و {x, x} جفت سازی اصل به بنا آن گاه باشند، مجموعه y و x اگر اثبات.

است. مجموعه نیز {{x}, {x, y}} جفت سازی اصل به بنا هستند. مجموعه {x, y} و {x} پس {x, x} = {x}

ͬͺکوراتُفس ۴زوج

۴



ͬ گذارم. م شما عهده ی به را زیر لم اثبات

.٨ لم

ZFC ⊢ (x, y) = (x
′
, y

′
) ↔ x = y ∧ x′

= y
′

صورت به دقیقاً اجتماع اصل است. مجموعه ͷی
∪
x آن گاه باشد مجموعه ͷی x اگر اصل، این به بنا اجتماع). (اصل ۴ اصل

است: زیر

∀x∃z∀y (y ∈ z ↔ ∃t(t ∈ x ∧ y ∈ t))

است.
∪
x مجموعه ی همان بالا، در z مجموعه  ی واقع در

.٩ مثال

x = {{١, ٢}, {٣, ۴}}∪
x = {١, ٢, ٣, ۴}

است. مجموعه x ∪ y آن گاه باشند، مجموعه y و x اگر .١٠ لم

.x ∪ y =
∪
{x, y} کنید) (تحقیق داریم است. مجموعه {x, y} آن گاه باشند مجموعه y xو اگر جفت سازی اصل به بنا اثبات.

وجود مجموعه ای یا است؛ مجموعه x زیرمجموعه های تمام از متشͺل کلاس آن گاه باشد مجموعه x اگر توان). (اصل ۵ اصل

است: زیر صورت به اصل این رسمͬ بیان است. x از زیرمجموعه ͷی دقیقاً آن عضو هر که دارد

∀x∃y∀z (z ∈ y ↔ ∀u(u ∈ z → u ∈ x)︸ ︷︷ ︸
z⊆x

)

نظریه ی در که کنید دقت ͬ دهیم. م نشان P(x) با را آن زیرمجموعه های همه ی مجموعه ی آنگاه باشد، مجموعه x اگر

باشد، مجموعه ͷی x اگر بنابراین کنید!). ثابت تصریح اصل با را (این است مجموعه مجموعه، ͷی عضوِ هر مجموعه ها،

است. مجموعه مجموعه، ͷی از زیرمجموعه هر پس است. مجموعه ͷی P(x) به متعلق عنصرِ هر

را a × b مجموعه ی است. مجموعه نیز a × b = {(x, y)|x ∈ a ∧ y ∈ b} آن گاه باشند مجموعه b و a اگر .١١ تعریف

ͬ نامیم. م a, b حاصلضرب

که کنید دقت

a× b = {{{x}, {x, y}}|x ∈ a ∧ y ∈ b}

یعنͬ

t ∈ a× b↔ ∃x ∈ a∃y ∈ b t = (x, y)︸ ︷︷ ︸
بیان قابل

است: مجموعه ͷی زیر عبارت توان، اصل و تصریح اصل به بنا .a× b بودنِ مجموعه اثبات

{u ∈ P (P (a ∪ b))|∃x ∈ a∃y ∈ b u = (x, y)}

در این و است؛ نوشتن قابل مجموعه ها نظریه ی زبان در فرمول ͷی توسط (٧ لم̧ به (بنا u = (x, y) عبارتِ که کنید دقت

ͬ دهد. م ما به را تصریح اصل از استفاده حق واقع

۵



هستند. تعریف قابل a١ × a٢ × ...× an و a× b× c مشابه طور به

به a از f کنید فرض ͬ شود. م گفته b به a از دوموضعͬ رابطه ی ͷی a× b از زیرمجموعه هر به باشند مجموعه b و a اگر

گاه هر خوانیم مͬ تابع را f باشد. رابطه ͷی b

∀x ∈ a∃!y ∈ b (x, y) ∈ f

ϕ(x, y) فرمولِ کنید فرض حال کردیم. تعریف بالا در را b به a از تابع ͷی از منظور آنگاه باشند مجموعه a, b اگر که کنید دقت

که باشد صورتͬ به

ZFC ⊢ ∀x∃!y ϕ(x, y)

شمول اصل مشͺل̞ همان ولͬ ͬ کند. م مشخص را تابع ͷی گراف ϕ فرمولِ که ͬ کنند م ثابت ZFC اصول صورت، این در

است: زیر عبارت ͬ شود، م تعریف ϕ فرمولِ توسط آنچه است. باقͬ هم دراینجا

{(x, y)|ϕ(x, y)}

به آن شباهت علت به ولͬ نیست، تابع ͬ شود، م تعریف آن توسط آنچه پس نیست. مجموعه ͷی لزوماً عبارت، این که گفتیم

اگر خلاصه، طور به پس ͬ نامیم. م ۵ تابعال ͷی را آن تابع، ͷی

ZFC ⊢ ∀x∃!y ϕ(x, y)

عبارتِ آنگاه

f = {(x, y)|ϕ(x, y)}

اگر دقیقتر، بیان به باشند. رفته کار به نیز مجموعه جنس از پارامترهایی است ممͺن تابعال ͷی تعریف در است. تابعال ͷی

صورت به عبارت هر آنگاه باشد، مجموعه ها نظریه ی زبان در فرمول ͷی ϕ(x, y, z١, . . . , zn) و باشند مجموعه a١, . . . an

است: تابعال ͷی زیر

{(x, y)|ϕ(x, y, a١, . . . , an)}.

داد. نشان f : V → V با ͬ توان م را آن که

ͬ خواهیم م ما که دقتͬ به جانشانͬ اصل مجموعه ها، نظریه ی کتابِ کمتر در بپردازم. جانشانͬ اصل به ͬ خواهم م زیر در
۶ هستیم. منطق درس گذراندن ترم از نیمͬ مرهون را دقت این نیز ما است. شده بیان کنیم، بیانش

مجموعه ͷی a و داده شده است مجموعه ها نظریه در فرمول ͷی توسط که باشد تابعال ͷی f اگر جانشانͬ). (اصل ۶ اصل

ͷی مجموعه، ͷی به تابعال ͷی تحدیدِ تصویرِ دیͽر، بیان به است؛  مجموعه ͷی f [a] = {f(x)|x ∈ a} آن گاه باشد،

است. مجموعه

∀z١, . . . , zn ∀a ∀x ∃!y φ(x, y, z١, . . . , zn) → ∃t
(
∀z z ∈ t↔ ∃u ∈ A φ(u, z, z١, . . . , zn)

)
نوشته ایم: را زیر عبارت بالا در

این تحت a٠ تصویرِ آنگاه باشد، مجموعه ͷی a٠ و بدهد را V به V از تابعال ͷی گراف ϕ(x, y, a١, . . . , an) فرمولِ اگر

است. مجموعه تعریف پذیر، تابع ͷی تحت مجموعه، هر تصویر ͬ تر فن بیان به است. مجموعه ͷی تابعال،
کرده ام! توجیه را ال پسوند از استفاده حق درس، کلاس ۵در

بپردازم. اصل بدین شاید و باید که طور آن نتوانستم نیز ریاضͬ مبانͬ درس ۶در

۶



است. مجموعه ͷی a× b عبارتِ a, b بودنِ مجموعه فرض با که دهید نشان توان، اصل از استفاده بدون .١٢ مثال

که گفتیم

a× b =

{{
{x}, {x, y}

}
|x ∈ a, y ∈ b

}
است: مجموعه ͷی زیر عبارت که ͬ دهیم م نشان ابتدا باشد. مجموعه ͷی x ∈ b کنید فرض

a× {x} = {(t, x)|t ∈ a}

است: اثبات قابل ZFC در زیر عبارت که کنید دقت

∀z ∃!u u = (z, x)

است: تعریف قابل زیر تابعال پس

f : V → V

f : z 7→ (z, x)

است: مجموعه ͷی جانشانͬ، اصل به بنا تابعال، این تحت a مجموعه ی تصویر حال

f [a] = {(z, x)|z ∈ a} = a× {x}

که ͬ دانیم م

a× b =
∪
x∈b

(
a× {x})

اگر پس

{a× {x}|x ∈ b}

شد. خواهد اثبات ما نظر مورد حͺم و بود خواهد مجموعه ͷی نیز a× b بالا، عبارت و اجتماع اصل به بنا باشد، مجموعه ͷی

که کنید دقت دوباره

∀x ∃!u u = a× {x}

پس نوشت. اول مرتبه ی فرمول ͷی توسط دقیقاً ͬ توان م را بالا عبارت

g : V → V

x
g7→ a× {x}

است: مجموعه ͷی زیر عبارت جانشانͬ، اصل به بنا است. تابعال ͷی

g[b] = {a× {x}|x ∈ b}

که است تحقیق قابل راحتͬ به و است مجموعه ͷی
∪
g[b] اجتماع، اصل به بنا گفتیم که همانگونه ∪پس

g[b] = {(x, y)|x ∈ a, y ∈ b} = a× b.

٧



آموختیم منطق درس در ͬ کنیم. م استفاده x∪y, x∩y, x−y, x ⊆ y عبارتهای از که ͬ آید م پیش بسیار مجموعه ها نظریه ی در

باید x ∩ y بنویسیم ͬ خواهیم م اگر مثلا باشیم. داشته را بدانها مربوط علائم زبانْ در که داریم را چیزهایی نوشتن حق تنها که

که ͬ دانیم م نیز طرفͬ از اما بدهد. را x ∩ y و بͽیرد را x, y که باشد تابعͬ آن تعبیر که باشیم داشته زبانْ در تابعͬ نماد ͷی

نقش و دارد وجود که کرد استفاده مجموعه ای از تصریح اصل از استفاده با x∩ y نوشتن̞ جای به شد، لازم که جا هر ͬ توان، م

نمادِ از استفاده پس است. شده استفاده مجموعه ها نظریه ی زبان نمادهای از فقط وجودش بیان برای و ͬ کند م بازی را x ∩ y

در شود). جدید مجموعه های بروز یا آن، ناسازگاری موجب نباید (مثلا́ کند وارد مجموعه ها نظریه ی به لطمه ای نباید x ∩ y

کرده ایم. دقیق را گفته ها این زیر

که کنید فرض و باشد. Lفرمول ͷی φ و L زبان در دلخواه تئوری ͷی T کنید فرض

T ⊢ ∀x ∃!y φ(x, y)

کنید. اضافه f تابعͬ نماد ͷی L زبان به

L′ = L ∪ {f}

دهید: قرار نیز

T ′ = T ∪ {∀x φ(x, f(x))}

آنگاه

.T ⊢ φ آنگاه T ′ ⊢ φ و باشد Lجمله ͷی φ اگر .١

که طوری به است موجود ψ Lفرمولِ ͷی ψ′ ′Lفرمولِ هر برای .٢

T ′ ⊢ ψ ↔ ψ′

که صورتͬ (در است. T از تعریف پذیر توسیع ͷی T ′ ͬ گوییم م ندارد. T با زیادی تفاوت T ′ بالا، نکته ی دو به بنا

شود). داده گسترش نیز ثوابت و روابط به بالا تعریف

دیͽر تعریف پذیر روابط و توابع بسیاری و زیر، توابع مجموعه ها نظریه ی زبان در که کرد فرض ͬ توان م شد گفته آنچه به بنا

موجودند:

(x, y) 7→x ∩ y

x ∪ y

x− y

{x, y}

x× y

کرد. فرض جدید توابع این شامل را φ فرمول ͬ توان م نیز جانشانͬ و تصریح اصل در .١٣ توجه

٨



پیش پرداخت. خواهیم ٧ انتظام اصل نام به مجموعه ها، نظریه ی اصول تدریس!) و فهم (در سخت ترین از ͬͺی به ادامه  در

هستند: مجموعه زیر عبارات که کنید دقت آن از

∅

{∅}

{∅, {∅}}

{∅, {∅}, {∅, {∅}}}

است این ما مطلوب آمده اند. دست به جفت سازی اصل از استفاده بار چندین و تهͬ مجموعه ی از استفاده با مجموعه ها این

باشند». خوش بنیاد اینچنین مجموعه ها «همه ی

شود. متوقف مرحله متناهͬ از پس زیر، مانند دنباله ی هر هرگاه ͬ نامیم م بنیاد خوش را x مجموعه ی .١۴ تعریف

x ∋ x٠ ∋ x١ ∋ x٢ ∋ . . .

نیست: خوش بنیاد زیر، صورت به عبارتͬ واقع }}}در
{. . .}

}}}
اصل ͷی صورت به بتوان باید را این اما هستند. خوش بنیاد مجموعه ها همه ی که است این بیان برای خوش بنیادی اصل

باشد. داشته را خواسته این بیان توان که نوشت اول مرتبه ی

انتظام). (اصل ٧ اصل

∀x ∃z ∈ x z ∩ x = ∅

وارد سپس و بشویم، مجموعه آن از عضوی وارد از پس و بشویم، مجموعه ͷی وارد اگر که ͬ کند م بیان بالا اصل صورت

اگر مثال برای ͬ رسیم. م تهͬ به نهایتاً بشویم، عضو آن از عضوی

z =
{
{١, ٢}, ٢

}
x =

{{
{١, ٢}, ٢

}
,
{

١, ٢
}}

آنگاه

x ∈ z x ∩ z = {١, ٢} := y y ∩ x = ∅

کنیم: بحث خوش بنیادی بیان برای بالا اصل توانائͬ درباره ی ͬ توانیم م منطق، لطف به هم آن دوباره،

که طوری به است موجود x مجموعه ی آن گاه باشد نادرست انتظام اصل اگر

(∗) ∀z ∈ x z ∩ x ̸= ∅

پس ͬ شود. م یافت x١ ∈ x٠ ∩ x مجموعه ی (∗) عبارتِ به بنا دوباره x٠ ∈ x که آنجا از .x٠ ∈ z ∩ x که کنید فرض

x ∋ x٠ ∋ x١

٧Fundierungaxiom,axiom of Regularity, axiom of well-foundedness

٩



ͬ شود: م یافت زیر صورت به دنباله ͷی پرداخت) خواهیم بدان بعدی جلسه ی در که انتخاب اصل به (بنا ترتیب این به

x٠ ∋ x١ ∋ x٢ ∋ x٣ ∋ . . .

ͬ شود. م غیرخوش بنیاد مجموعه ی ͷی وجود به منجر انتظام، اصل بودن نادرست بنابراین

باشد. خوش بنیاد غیر x که کنید فرض ͬ کنیم. م صحبت آن برعکس درباره ی حال

x ∋ x٠ ∋ x١ ∋ . . .

دهید قرار ͬ کند. م نقض را انتظام اصل این آیا که ببینیم ͬ خواهیم م

A = {x٠, x١, x٢}

xn صورت به t آنگاه x ∈ A اگر زیرا ͬ کند. نم صدق انتظام اصل در خیر) یا است مجموعه ͬ دانیم نم (که A که کنید دقت

وجود غیرخوش بنیاد مجموعه ای که ما خواسته ی این به واقع در انتظام، اصل پس .xn+١ ∈ t ∩ A که است واضح است.

تر گیج که این برای است. مجموعه بالا در A که کنیم فرض نداشتیم دلیلͬ که نکنیم فراموش ولͬ است. ͷنزدی باشد نداشته

بͽیرید: نظر در را زیر تمرین  (!) شوید

وجود غیرخوش بنیاد مجموعه ای آن در که دارد مدلͬ باشد، سازگار ZFC اگر که دهید نشان فشردگͬ، از استفاده با .١ تمرین

دارد.

زد اف سͬ از استاندارد مدل هر در بزرگ کافͬ اندازه ی به نزول̞ͬ دنباله های که آنجا از واقع در است. آسان بالا تمرین حل

شود. یافت نامتناهͬ و نزولͬ دنباله ای آن در که است موجود استاندارد غیر مدلͬ ͬ شوند، م پیدا

که ͬ شود م نتیجه انتظام اصل از حال این با است. نبوده موفق خوش بنیادی بیان در آنقدرهاهم انتظام، اصل پس

طوری که به ندارد وجود N دامنه ی با f تعریف پذیرِ تابع̧ هیچ آن گاه x٠ ∋ x١ ∋ x٢ ∋ . . . اگر انتظام). اصل (از ١۵ نتیجه

انتظام اصل در مجموعه، آن که ͬ شود م مجموعه ͷی تابع، این تصویر جانشانͬ اصل به بنا این صورت غیر (در .f(i) = xi

ͬ کند). نم صدق

که ͬ شود م نتیجه انتظام اصل از همچنین .١۶ مثال

.١

∀x ¬(x ∈ x)

آنگاه x ∈ x اگر زیرا

∃z ∈ x z ∩ x ̸= ∅.

ناممͺن قبلͬ مورد به بنا این و باشد خودش شامل باید باشد، مجموعه اگر زیرا نیست. مجموعه مجموعه ها همه ی کلاس .٢

است.

١٠



اگر که است این فرض این علت هستند. خوش بنیاد مجموعه ها همه ی که ͬ کنیم م فرض ما تفاسیر، این همه ی با

آن گاه M |= ZFC

{M ∈ M|.است بنیاد خوش M} |= ZFC

برای مدلͬ خود˂ هستند، خوش بنیاد آن در که مجموعه هایی باشد، ٨ مجموعه  ها نظریه ی برای مدلͬ M اگر دیͽر، بیان به

هستند. خوش بنیاد مجموعه ها همه ی و است برقرار انتظام اصل مدل، این در ͬ سازند. م مجموعه ها نظریه ی

مجموعه ها نظریه ی از مدل ͷیM اگر ͬ آورند: م خوش بنیادی بیان در انتظام اصل توفیق عدم برای را زیر فلسفͬ دلیل گاهͬ

زودی به است قرار زنجیری هر و ندارند وجود نزولͬ نامتناهͬ زنجیرهای مجموعه هایش در که ͬ کند م فکر مدل این خودِ باشد،

پارادوکس برای را توجیه هایی چنین مشابه دارد. ادامه ابد تا که هست زنجیری که ͬ بیند م مدل، این بیرون ناظرِ ولͬ شود؛ متوقف

گفته ایم. سخن آن درباره ی اندکͬ ادامه در که ͬ آورند م اسͺولم

که دید خواهیم

ZFC ⊢ دارد. وجود ناشمارا مجموعه ی ͷی

مدلͬ دارای ZFC صورت این در اسͺولم لونهایم لم به بنا است. مدل دارای باشد، سازگار ZFC اگر که ͬ دانیم م حال

در پس هستند مجموعه خود˂ مجموعه، آن اعضای که کنید دقت دارد! وجود ناشمارا مجموعه ای مدل، این در شماراست.

ͬ آورند: م دلیلͬ چنین آن توجیه در و ͬ خوانند م اسͺولم تناقض را این دارند! وجود مجموعه ناشمارا شمارا، مدل این در واقع

نظر به بزرگ چندان مدل این اعضای بیرون، از ولͬ دارد؛ (ناشمارا)  بزرگ بسیار عضوی که ͬ کند م فکر ZFC شمارای مدلِ

ͬ رسند! نم

ͬ شود. م نتیجه تهͬ مجموعه ی وجود و توان جانشانͬ، اصول از جفت سازی اصل که دهید نشان .٢ تمرین

انتظام اصل بدون مجموعه  ها نظریه ی ٨حتͬ

١١
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