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چͺیده

بیان به همچنین ناتمامیت. قضیه ی و تمامیت قضیه ی است: گودل مهم قضیه ی دو اثبات پیشرفته، منطق درس در هدفهم

در حͺمͬ اگر اول، مرتبه ی منطق در تمامیت، قضیه ی به بنا پرداخت. خواهم منطقͬ بدرفتاری و خوشرفتاری از مصداقهائͬ

اول مرتبه ی حͺمͬ اگر مثلا́ شود. مͬ اثبات تئوری آن اصول از استفاده با حͺم آن باشد، درست تئوری ͷی های مدل تمامͬ

ͬ شود. م پیدا آبلͬ گروه های موضوعه ی اصول از استفاده با حͺم آن برای اثباتͬ قطعاً آنگاه باشد، برقرار آبلͬ گروه های تمامͬ در

با آن برای اثباتͬ سپس و کرد خواهم ثابت مدلͬ نظریه ی کاملا́ رویͺردی با فشردگͬ، قضیه ی عنوان تحت را تمامیت ابتدا

کرد. خواهم ارائه رشته ها حساب از استفاده

بندی اصل ͷی ارائه امͺان گودل، اول ناتمامیت به بنا پرداخت. خواهم گودل ناتمامیت قضایای به درس، دوم بخش در

درباره  اول مرتبه ی قضیه ای ͷی گودل، دوم ناتمامیت قضیه ی به بنا نیز ندارد. وجود الͽوریتم ͷی توسط حساب برای کامل

رویͺردم شود. نمͬ نتیجه پئانو اصول از است) درست طبیعͬ اعداد مورد در که این (با قضیه این که دارد وجود طبیعͬ اعداد

بود. خواهد زبان پیچیدگͬ ترتیب به حساب، مختلف مدلهای بررسͬ درس، از قسمت این در

عنوان به حقیقͬ بسته ی میدانهای تئوری درباره ی و پرداخت خواهم منطق جبری کاربرد ͷی به سوم، بخش در سرآخر

گفت. خواهم سخن کامل تئوری ͷی از مصداقͬ

مفصل تر مقدمه ی ͷی خواندن برای است. درس از جلسه چندین گذاشتن سر پشت نیازمند البته بالا، قضیه های دقیق فهم
١ کنید. مراجعه شخصیم تارنمای در مجموعه ها، نظریه ی و منطق مبانͬ درس جزوه ی به لطفاً منطق، درس برای

ج٨ عطائͬ، آرمان ج٧ پیری، درسا ج۶ عطائͬ، آرمان ج٣و۴و۵ زارعͬ، افشین ج٢ عطائͬ، آرمان ج١  توسط: ترتیب به جلسات اولیه ی تایپ ١

مائده  جلسه ͷی و داوودی رویا جلسه چهار زمانͬ، نجمه  ١٣ محمدصالحͬ، علیرضا ١٢ زمانͬ، نجمه  ١١ عطائͬ، آرمان ج٩و١٠ خورسندی، گلنوش

است. گرفته صورت رحمانͬ
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١ فصل

خوشرفتاری ها و تمامیت

معانͬ بدون الفبا، ١ . ١

الفبای حروف حͺم̧ زبان، است. مناسب زبان ͷی انتخاب نیازمند نخست اول، مرتبه ی منطق در جبری مفهوم هر مطالعه ی

شوند. ساخته آنها از استفاده با است قرار کلمات که دارد را فارسͬ

نمادهایی توابع، برای نمادهایی از متشͺل مجموعه ͷی ،L اولِ مرتبه زبان ͷی از منظور اول). مرتبه ی زبان ͷی) ١ تعریف

نظر در f تابع مواضع تعداد نام به nf طبیع̞ͬ عدد ͷی f ∈ L تابع̞ͬ نماد هر برای است. ثوابت برای نمادهایی و روابط برای

است. شده گرفته نظر در R رابطه ی مواضع تعداد نام به nR طبیع̞ͬ عدد ͷی نیز R رابطه ایِ نماد برای و است شده گرفته

.٢ توجه

نماد آن ترجمه ی که کنیم پیدا واقعͬ تابع ͷی تابعͬ، نماد هر با متناظر است قرار بعداً ͬ کند. م فرق تابع با تابعͬ نماد .١

باشد.

منطق در اینها جایͽاه درباره ی بعداً ندارند. قرار · · · و ∃ ، ∀ ، ∨ ، ∧ مانند منطقͬ نمادهای ،L اولِ مرتبه ی زبانِ ͷی در .٢

گفت. خواهیم سخن اول مرتبه ی

این آینده درسهای در برآید. پدیده آن جبری ͬ های ویژگ بیان پس از که کنیم انتخاب را زبانͬ باید پدیده، ͷی مطالعه برای

آورده ام. اول مرتبه ی زبان چند از مثالͬ زیر در کرد. خواهم روشنتر را سخن

اول). مرتبه ی زبانهای از (مثالهائͬ ٣ مثال

نیست. رابطه یا ثابت تابع، برای نمادی هیچ شامل که L = ϕ تهͬ: زبان .١

تابعͬ نماد ͷی − است، موضعͬ دو تابعͬ نماد ͷی + زبان، این در .LAbG = {+,−, ٠} آبلͬ: جمعͬ گروه های زبان .٢

است. ثابت ͷی برای نمادی ٠ و است موضعͬ تک

دوموضعͬ تابعͬ نماد ͷی · تک موضعͬ، تابعͬ نماد ͷی −١ زبان، این در .LGroup = {·,−١ , e} گروه ها: نظریه ی زبان .٣

است. ثابت ͷی برای نماد ͷی e و

٣



است. موضعͬ دو رابطه ای نماد ͷی R زبان، این در .LGraph = {R} گراف: نظریه ی زبان .۴

و · افزودنِ از واقع در زبان این هستند. ثابت دو برای نماد دو ٠, ١ آن در که LRing = {+,−, ·, ٠, ١} حلقه ها: زبان .۵

ͬ آید. م دست به آبلͬ جمعͬ گروه های زبان به ١

است. دوموضعͬ رابطه ای نماد ͷی ∈ علامت زبان، این در .LSet = {∈} مجموعه ها: نظریه ی زبان .۶

است. تالͬ) تابع (برای تک موضعͬ تابعͬ نماد ͷی s زبان، این در LN = {+, ·, ٠, ١, s} اعداد: نظریه ی زبان .٧

است. دوموضعͬ رابطه ای نماد ͷی ≤ زبان، این در است؛ مرتب مجموعه های مطالعه ی زبان L = {≤} زبانِ .٨

است. مرتب حلقه های مطالعه ی برای زبانͬ Loring = LRing ∪ {≤} زبان .٩

که ͷتوپولوژی فضاهای برخͬ حال عین در ولͬ نیست اول مرتبه ی ،ͷتوپولوژی فضاهای بخصوص پدیده ها، برخͬ طبیعت

هستند. اول دارند،مرتبه ی جبری ساختار

ͬ کنید؟ م پیشنهاد را اولͬ مرتبه ی زبان چه برداری فضاهای مطالعه ی برای .١ تمرین

گشت. بازخواهیم نحو) به بهتر، بیان (به زبان به دوباره آینده، جلسات در ͬ کنم. م رها فعلا́ را زبان بحث

ساختارها جبر ١ . ٢

باید است» ضربی وارون ͷی دارای عنصری «هر که را این مثلا́ شوند. معنا ساختارها در باید جملات اول، مرتبه ی منطق در

تعریف از تعمیمͬ ͬ شود، م نامیده ساختار ͷی مدلها)  نظریه ی در بͽویم بهتر (یا منطق در آنچه کرد. معنا ضربی گروه ͷی در

است. غیره و گروه و حلقه مانند جبری، اول مرتبه ی ساختمانهای همه ی

است: زیر صورت به جفتͬ Lساختار ͷی از منظور باشد. اول مرتبه ی زبان ͷی L کنید فرض Lساختار). ) ۴ تعریف

M = (M, (zM)z∈L)

دارد وجود zM مابازای ͷی z ∈ L نماد هر برای همچنین و Lساختار، آن جهان نام به است M مجموعه ی ͷی از متشͺل که

ͬ شود. م تعریف زیر دقیق̞ صورت به تعبیر این ͬ شود. م گفته M ساختار در z نماد تعبیر(معنای) آن به که

شود. مͬ گفته z ثابت تعبیر آن به که است عنصر ͷی zM ∈M آنگاه باشد ثابت نماد ͷی z اگر •

آنگاه باشد آن مواضع تعداد n و تابعͬ نماد ͷی z اگر •

zM :Mn →M

ͬ شود. م گفته z تابع̞ͬ نماد تعبیر آن به که است تابع ͷی

ͬ شود. م گفته z رابطه ی تعبیرِنماد آن به که است رابطه ͷی zM ⊆Mn آنگاه باشد موضعͬ n رابطه ای نماد ͷی z اگر •

بردشان تابعها این همچنین است. بسته تعبیرشده تابع های تحت اول، مرتبه ی ساختار ͷی جهان که کنید دقت خاص طور به

است). Mn نه (و M زیرمجموعه ی

۴



چͽونه اند. مربوطه ساختارهای L که کنید بررسͬ ٣ مثالِ در L زبان های از کدام هر برای .٢ تمرین

ͬ نامیم م Lهمومرفیسم ͷی را h : M −→ N تابع باشند. Lساختار دو N و M کنید فرض Lهمومرفیسم). ) ۵ تعریف

که باشد گونه این هرگاه دقیق بیان به باشد، ساختار حافظ هرگاه

z ∈ L ثابت نماد هر برای •

h(zM) = zN

a١, . . . , an ∈M هر و f ∈ L موضعͬ n تابعͬ نماد هر برای •

h(fM(a١, · · · , an)) = fN(h(a١), · · · , h(an))

a١, · · · , an ∈M هر و R ∈ L موضعͬ n رابطه ای نماد هر وبرای •

RM(a١, · · · , an) ⇒ RN(h(a١), · · · , h(an))

ͬ نامیم. م نشاندن ͷی را h آنگاه باشد، طرفه دو بالا فلش و باشد ͷی به ͷی h اگر کنید. دقت بالا فلش̞ بودن طرفه ͷی به

ͬ نامیم. م ایزومرفیسم ͷی را آن باشد، پوشا نشاندنِ ͷی h اگر

کنید. بررسͬ ٣ مثال زبانهای از ͷی هر برای را Lساختارها بین همومرفیسم مفهوم .٣ تمرین

هستند. غیره و برداری فضاهای حلقه ها، گروه ها، جبر در خود همنام مفاهیم تعمیم بالا، مفاهیم که کنید دقت

ایزومرفیسم ͷی h هرگاه ͬ نامیم م اتومرفیسم ͷی را h : M → M نگاشت باشد. Lساختار ͷی M کنید فرض .۶ تعریف

باشد.

ͬ دهیم. م نشان Aut(M) با را آن که ͬ دهد م گروه ͷی تشͺیل M ساختار ͷی اتومرفیسم های همه ی مجموعه ی

هرگاه ،M ⊆ N ͬ نویسیم م و است N از زیرساختار١ ͷی M ͬ گوییم م باشند. Lساختار دو N و M کنید فرض .٧ تعریف

باشد. نشاندن ͷی i :M → N همانͬ) نگاشت (یعنͬ شمول نگاشت

داریم f ∈ L موضع̞ͬ n تابع̧ هر برای باشد، N از ساختاری زیر M که صورتͬ در که کنید دقت

fM = fN ↾M

داریم R ∈ L موضع̞ͬ n رابطه ی هر برای همچنین

RM = RN ∩Mn

داریم c ∈ L ثابتِ هر برای همچنین

cN = cM

است. نشاندن ͷی همانͬ نگاشتِ که هستند این بیانگر بالا عبارتهای همه ی

١substruture

۵



است. M جهانِ از زیرمجموعه ای که باشد مجموعه ͷی A یعنͬ A؛ ⊆M و باشد Lساختار ͷی M که کنید فرض حال

صورتAجهان چه در که بͽوییم ͬ خواهیم م ادامه در است. مجموعه ͷی فقط و نیست یLͷساختار Aخودش که کنید دقت

مجموعه ی A جهان و A ⊆ M که طوری به دارد وجود A ساختارِ ͷی صورتͬ چه در یعنͬ باشد. ͬ تواند م M از زیرساختار

است. A

موضعͬ n تابع هر برای ثانیاً cM؛ ∈ A داریم c ∈ L ثابت هر برای اولا˟ باشد،  M از زیرساختار ͷی جهان A اگر طبیعتاً

بسته زبان توابع و ثوابت تحت باید A دیͽر بیانͬ به .fM(a١, . . . , an) ∈ A داریم a١, . . . , an ∈ A هر برای و f ∈ L

است.

زیرساختارِ ͷی جهان A آنگاه ،A ⊆ M و باشد Lساختار ͷی M اگر یعنͬ است؛ کافͬ همین که دهید نشان .۴ تمرین

باشد. بسته M توابع̧ و ثوابت تحت اگروتنهااگر است A ⊆ M

زیرمجموعه ی هر آنگاه باشد) رابطه ای نمادهای شامل فقط (یعنͬ نباشد ثابتͬ نماد و تابعͬ نماد هیچ شامل L زبان اگر پس

است. M از زیرساختار ͷی جهان A ⊆M ناتهͬ

زیرساختار ͷی جهان
∩
Mi صورت این در باشد. N Lساختار ͷی زیرساختارهای از خانواده ای (Mi)i∈I کنید فرض .٨ لم

نباشد). تهͬ (اگر است N از

به بنا (a١, . . . , an) ∈
∩
Mi عناصرِ برای همچنین دارد. قرار ها Mi تمام در cN عنصر c ∈ L ثابتِ هر برای اثبات.

است. کافͬ بالا تمرین به بنا دوشرط همین .fN(a١, . . . , an) ∈
∩
Mi که ͬ دانیم م ها Mi تک تکِ بودن زیرساختار

ͬ دهیم. م نشان
∩

Mi با شد اشاره بدان قبل لم در که را زیرساختاری

(زیرمجموعه) A ⊆ N و باشد Lساختار ͷی N اگر است. زیرساختار ͷی زیرساختارها، از خانواده هر اشتراک که گفتیم

به است. A شامل جهانشان که ͬ گیریم م N از زیرساختارهائͯ همه ی اشتراک را N در A توسط شده تولید زیرساختار آنگاه

ͬ کنیم م تعریف دیͽر بیان

⟨A⟩N =
∩

{M|M ⊆ N, A ⊆M}

M = ⟨A⟩N و باشد متناهͬ A اگر است. A شامل آن جهان که است N از زیرساختاری کوچͺترین ⟨A⟩N دیͽر بیان به

مشخص صریح طور به را زیرساختار این اعضای آینده جلسات در است. N از شونده متناهیاًتولید زیرساختار ͷی M ͬ گوییم م

کرد. خواهیم

آنگاه A = ∅ و باشد ثابت نماد ͷی حداقل شامل L زبان اگر .٩ توجه

⟨∅⟩N =
∩

M⊆N

M.

نیست. تهͬ تهͬ، توسط شده تولید ساختار دارد، ثابت که زبانͬ در یعنͬ

توسط شده تولید ساختار جهان یعنͬ نیست؛ A با برابر M لزوماً که کنید (دقت ،M = ⟨A⟩M و A ̸= ∅ کنید فرض .١٠ لم

ͬ شود؛ م تعیین A روی h مقادیر توسط تنها h : M → N همومرفیسم هر آنگاه باشد) بزرگتر A مجموعه ی خودِ از شاید A

باشیم داشته a ∈ A هر برای اگر صورت این در باشند، همومرفیسم دو h٢ : ⟨A⟩M → N و h١ : ⟨A⟩M → N اگر یعنͬ

.h١(x) = h٢(x) داریم x ∈M هر برای آنگاه ،h١(a) = h٢(a)

۶



دهید قرار دارند. یͺسانͬ مقادیر A روی که باشند همومرفیسم دو h١, h٢ : ⟨A⟩M → N کنید فرض اثبات.

B = {x ∈M |h١(x) = h٢(x)}.

با همومرفیسم دو این تولیدشده، ساختار نقاط˼ تمام روی که دهیم نشان ͬ خواهیم م (یعنͬ .B =M که دهیم نشان ͬ خواهیم م

دارند. یͺسانͬ مقادیر همومرفیسم دو این A روی که کرده ایم فرض زیرا A ⊆ B که است واضح برابرند). هم

است. M از زیرساختار ͷی جهان B مجموعه ی که ͬ کنیم م ادعا

است. بسته M روابط˼ و ثوابت تحت B که دهیم نشان است کافͬ بالا ادعای اثبات برای

ثانیاً .cN = cM داریم بودن همومرفیسم به بنا همچنین و cM ∈ B پس .h١(c
M) = h٢(c

M) داریم c ثابت هر برای اولا˟

بنابراین و h١(bi) = h٢(bi) زیرا ,fM(b١؛ . . . , bn) ∈ B داریم b١, . . . , bn ∈ B عناصر برای

h١(f
M(b١, . . . , bn)) = fN(h١(b١), . . . , h١(bn)) = fN(h٢(b١), . . . , h٢(bn)) = h٢(f

M(b١, . . . , bn)).

.M ⊆ B پس است M همان A شامل̞ زیرساختار کوچͺترین است. M از زیرساختار ͷی جهان B که دادیم نشان اینجا تا

.M = B داریم B ⊆M که آنجا از

همراه به M′ ⊆ N′ Lساختار صورت این در .M ⊆ N و باشد ایزومرفیسم ͷی h : M
∼→ M′ کنید فرض .١١ لم

است. h از توسیعͬ h′ که طوری به است موجود h′ : N → N′ ایزومرفیسم

استفاده با آنگاه باشد. h توسیع که کنید پیدا N ′ Nو بین h′ پوشای و ͷبه ی ͷی تابع ͷی Mو ′ ⊆ N ′ مجموعه ی ͷی اثبات.

کنید: تعریف مثلا́ بͺنید. Lساختار ͷی جهان به تبدیل را N ′ مجموعه ی h′ از

fN′
(h′(a١), h

′(a٢)) := h′(fN(a١, a٢)).

است. ٢ معکوس حد و مستقیم حد جبری مفاهیم از تعمیمͬ پرداخته ایم، بدان زیر لم در که آنچه

جهتدار خانواده ی ͷی (Mi)i∈I کنید فرض همچنین باشد. ٣ جهتدار جزئͬ مرتب مجموعه ی ͷی (I,≤) کنید فرض .١٢ لم

است یLͷساختار جهان
∪
Mi صورت این در .Mi ⊆ Mj آنگاه i١ ≤ i٢ اگر که باشد گونه ای به یعنͬ باشد؛ Lساختارها از

هستند. آن از زیرساختاری Miها همه ی که

ͬ توان م ثوابت و توابع با داده ام؛ انجام روابط برای کار این زیر در کنیم. تعبیر
∪
Mi در را زبانͬ علائم تمامͬ بتوانیم باید اثبات.

داشت: مشابهͬ رفتار

هستند. Mj در ها ai تمام که طوری به است موجود j ∈ I صورت این در .R ∈ L و a١, . . . , an ∈
∪
Mi کنید فرض

ͬ کنیم م تعریف

R
∪

Mi(a١, . . . , an) ⇐⇒ Rmj(a١, . . . , an)

٢direct/inverse limit
.j ≥ i٢ همچنین و j ≥ i١ که طوری به است موجود j ∈ I عنصر i١, i٢ ∈ I هر برای که به طوری مرتب مجموعه ای ٣

٧



مانند ساختاری آنگاه باشند، دیͽر Mk ͷی در ها ai تمام اگر زیرا ندارد. بستگͬ j به یعنͬ است؛ خوش تعریف بالا، تعریف

شود: یͺسان ساختارها این سه ی هر در رابطه این تعبیر که ͬ شود م موجب این و هست کلاس در Mk,Mj شامل Ml

RMj(a١, . . . , an) ⇔ RMl(a١, . . . , an) ⇔ RMk(a١, . . . , an).

مثلا́ که کنید دقت گفتیم. سخن بودن زیرساختار درباره ی بالا در

(Q,+, ·) ⊆ (R,+, ·)

یͺسانند جهانها زیر، تعریف شده ی مفهوم در کرده اند. تغییر جهانها ولͬ یͺسانند زبانها زیرساختار) تعریف در (یعنͬ بالا در

است. شده  بزرگتر زبان ولͬ

M Lساختار از تقلیل ͷی را N Kساختار صورت این در باشند. اول مرتبه ی زبان دو K ⊆ L کنید فرض .١٣ تعریف
۴ ͬ نامیم. م N از بسطͬ را M صورت این در که کنید دقت .N = M ↾K و باشند یͺسان N و M جهانهای هرگاه ͬ نامیم م

آورده ایم. زبان بسط از مثال چند زیر در

M صورت این در .L′ = L ∪ {R} دهید قرار باشد. Mn روی رابطه ͷی R و Lساختار ͷی M کنید فرض .١۴ مثال

است. شده تعبیر R رابطه ی همان RM′ آن در که است M′ = (M, R) ′Lساختارِ از تقلیلͬ

بͽیرید نظر در را L′ = L ∪ {cm١ , . . . , cmn} زبان .m١, . . . ,mn ∈ M و باشد Lساختار ͷی M کنید فرض .١۵ مثال

بͽیرید نظر در ′Lساختار ͷی عنوان به را A = (M,m١, . . . ,mn) حال دارد. وجود M اعضای این برای ثوابتͬ آن در که

.cAcmi
= mi آن در که

ͷی صورت این در .L ⊆ LA = L ∪ {ca|a ∈ A} دهید قرار .A ⊆ M و باشد Lساختار ͷی M کنید فرض .١۶ مثال

دارد: وجود LA زبان به M Lساختارِ از بسط

MA = (M, {a}a∈A), cMa = a

روی که M از اتومرفیسم هایی با است برابر LA زبان در Aut(MA) یعنͬ MA روی اتومرفیسم های گروه صورت این در

ͬ دهیم. م نشان نیز Aut(M
A
) با را گروه این هستند. ثابت A اعضای

روی باشند. Lساختار دو M٢ و M١ کنید فرض Lهمومرفیسم ها). و Lساختارها کاتگوری در حاصل ضرب ) ۵ تمرین

که کنید) تعبیر گونه ای به را L زبانِ اجزای (یعنͬ کنید تعریف Lساختار ͷی M١ ×M٢ = {(x, y)|x ∈ M١, y ∈ M٢}

باشد. داشته را زیر جهانͬ ویژگͬ گذاشته اید) جدید Lساختار روی شما که (نامͬ M١ ⊗M٢

در باشد، N از بسطͬ M بالا، تعریف مانند وقتͬ ͬ شود. م گفته extension ͷی گسترش نوع این به گفته انگلیسͬ در N ⊆ M که وقتͬ ۴

بنامیم. بسط را دومͬ و توسیع را اولͬ باشد خوب شاید فارسͬ در ͬ شود. م گفته expansion گسترش نوع این به انگلیسͬ

٨



طبیع̞ͬ پوشای همومرفیسم̧ نگاشتهای πi که کنید دقت

πi : M١ ×M٢ → Mi

ψ : O → همومرفیسم̧ ،ϕi : O → Mi همومرفیسمهای و O Lساختارِ هر برای که است این اگر بیان تصویر هستند.

باشد. جابه جائͬ شده کشیده  دیاگرام که طوری به باشد موجود M١ ×M٢

g : N → N اتومرفیسم ͷی و M ⊆ N یLͷساختار که دهید نشان باشد. نشاندن ͷی f : M → M کنید فرض .۶ تمرین

و است زیر زنجیر اجتماع N که شرط این تحت (N, g) و g|M = f که طوری به است موجود

M ⊆ g−١(M) ⊆ g−٢(M) ⊆ ...

یͺتاست.

چندبخشͬ ساختار و زبان

شده  تعریف جهان همان روی روابط و توابع و بود مشخص جهان ͷی دارای کردیم مشاهده که اولͬ مرتبه ی ساختار هر کنون تا

خواسته این دارد. وجود روابطͬ و توابع جهانها میان و دارد وجود جهان ͷی از بیش ریاضͬ، ساختارهای بسیاری در اما بودند.

درس در کرده ایم. تعریف را بخشͬ چند زبانهای و ساختارها زیر در است. گنجاندن قابل اول مرتبه ی ساختارهای در راحتͬ به

است. درست نیز آنها درباره ی کنیم ثابت درس که قضیه ای هر ولͬ گشت بازنخواهیم آنها به دوباره

ثوابت و (s١, ..., sn, t) نوع از توابع ، (s١, ..., sn) نوع از روابط دارای هرگاه گوییم بخشͬ S زبان ͷی را L زبان .١٧ تعریف

هستند. زیر صورت به بخشͬ S Lساختارهای ،L Sبخش̞ͬ زبان ͷی با متناظر باشد. si نوع از

M = ((As)s∈S, (z
M)z∈L)

و ͬ شود م نامیده s نوع از جهان ͷی As هر آن در که

.zM ∈ Asi باشد، si نوع از ثابت نماد ͷی z ∈ L اگر •

٩



باشد، (s١, ..., sn, t) نوع از تابعͬ نماد ͷی z ∈ L اگر •

zM : As−١ × As٢ × ...× Asn → At

است. تابع ͷی

باشد، (s١, ..., sn) نوع از رابطه ای نماد ͷی z ∈ L اگر •

zM ⊆ As−١ × As٢ × ...× Asn

است. رابطه ͷی

باشند. خاصͬ بخشهای به مربوط ͬ توانند م متغیرها و سورها چندبخشͬ، فرمولهای نوشتن در

گرفت. نظر در دوبخشͬ ساختارهای عنوان به ͬ توان م را جایͽشتͬ گروه های .١٨ مثال

(X,G, g : G×X → X, eG, .G, ()−١G

)

ͬ کند. م جابه جا را آن اعضای G گروه  ͷی که داریم X مجموعه ی ͷی جایͽشتͬ، گروه ͷی در

۵ گرفت: نظر در سه بخشͬ ساختارهای عنوان به ͬ توان م را ارزیابی های میدان .١٩ مثال

(K,Γ, k, V : K → Γ)

به منجر نگاشت این .v : K → γ ارزیابی̞ نگاشت ͷی و Γ گروه ͷی و است شده تشͺیل K میدان ͷی از ارزیابی میدان ͷی
۶ ͬ شود. م پیمانه ها میدان نام به k میدانِ ͷی ایجاد

زبان مبحث ادامه ی ١ . ٣

از که ͬ ای متناه دنباله هر به بͽیرید. نظر در را متغیرها از x١, x٢, · · · مجموعه ͷباشد.ی اول مرتبه زبان ͷی L کنید فرض

ͬ شود. م گفته Lکلمه ͷی یا Lترم ͷی شود ساخته خاصͬ، قوانین با البته و متفیرها، این از استفاده با و ثابت تابع، زبان̞ͬ علائم

ترم دنباله ها کدام دقیقاً که کرده ایم بیان استقرائͬ صورت به زیر در نیست. ترم متغیرها و توابع و ثوابت از دلخواه دنباله ی هر

هستند.

شود. مͬ تعریف زیر استقرایی صورت به Lترم ها مجموعه ی دقیق). (تعریف ٢٠ تعریف

شود. مͬ محسوب Lترم ͷی xi متغیر هر و c ∈ L ثابت هر •

Lترم ͷی f(t١, · · · , tn) آنگاه باشد، موضعͬ n تابع ͷی f ∈ L و هستند ترم L چند t١, · · · , tn که بدانیم هرگاه •

است.
۵valued field

داد! خواهم درس ارزیابی میدانهای درباره ی زمانͬ ۶ان شاءالʓه

١٠



هستند. Lترم زیر موارد LAbG = {+, (−), ٠} زبانِ در .٢١ مثال

٠ •

٠ + ٠ •

(.nx ͬ نویسیم م خلاصه طور به این جای به (گاهͬ x+ · · ·+ x •

x١ + x٢ + x٣ •

.nx١ +mx٢ + kx٣ •

.x١+x٢+x٣ x١x٢x٣++نوشته ایم دنباله ی جای به مثلا́ است. شده استفاده ساده سازیهای بالا ترمهای نوشتن در که کنید دقت

هستند. Lترم زیر موارد Lring = {+, ·, ٠, ١, (−)} زبانِ در .٢٢ مثال

١ + ٠ •

١ · ٠ •

١ + ١ + ١ •

x١ + x٢ + x٣ •

x١ · x٢ · x٣ •

به هم توان است. بوده جمع نوشتن بار پنج منظورم تنها نیست. ترم جزو ۵ عدد که کنید (دقت ۵x١x
٢
٢ + ۶x۴x

٣
٧x٨ •

صورت). همین

و باشد Lترم ͷی t(x١, · · · , xn) کنید فرض باشد. Lساختار ͷی M که کنید فرض (تعبیرترمهادرساختارها). ٢٣ تعریف

در t ترم (تعبیر tM(a١, · · · , an) با آنرا که دارد ،جود M ساختارِ جهان در عنصری صورت این در .a١, · · · , an ∈ M

ͬ شود. م تعریف زیر استقرائͬ صورت به عنصر این ͬ دهیم. م نشان (xi جای به ai جایͽذاریِ با M ساختار

باشد ثابت ͷی t = c اگر •

cM(a١, · · · , an) = cM

آنگاه باشد متغیر ͷی t = xi اگر •

xMi (a١, . . . , an) = ai.

ai جایͽذاریِ با M در f(t١, . . . , tn) تعبیر آنگاه باشد موضعͬ n تابع ͷی f و باشند دانسته tMi (a١, · · · , an) اگر •

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به xi جای به

[f(t١, . . . , tn)]
M(a١, . . . , an) = fM(tM١ (a١, · · · , an), . . . , tMn (a١, · · · , an))).

١١



داریم R = (R,+, ·,−, ٠, ١) ساختار در L = Lring زبان در .٢۴ مثال

[٢x١x
٢
٢ + x۴

٣]
R(١, ٢, ٣) = ٨٩

خواهیم تمرینهاست، جزو آن اثبات که زیر لم در کرده ایم. صحبت مجموعه ͷی توسط شده تولید ساختار درباره ی قبلا́

ͬ شود. م حاصل ترمها در A عناصرِ جایͽذاری توسط شده تولید ساختار که دید

آنگاه .A ⊆M و باشد Lساختار ͷی M کنید فرض .٢۵ لم

⟨A⟩M =
∩
A⊆N,N⊆MN = {tM(a١, · · · , an)|a١, · · · , an ∈ A, است ترم ͷیt, n ∈ N}

تمرین. اثبات.

آنگاه باشد، ثوابت حاوی L زبان اگر .٢۶ توجه

∅ ̸= ⟨ϕ⟩M = {tM(cM١ , · · · , cMn )|n ∈ N و هستند ثوابت ها ci و است ترم t }

ͷی ترم هر که این به توجه (با ͬ شود: م تعیین زیر صورت به A توسط شده تولید ساختار اندازه ی حداکثر قبلͬ، لم به بنا

ͬ شود) نم زبان اندازه ی از بیشتر ترمهای تعداد باشد، نامتناهͬ زبنا که صورتͬ در است، علائم از متناهͬ دنباله ی

⟨A⟩M ≤ max{| L | +ℵ٠, | A |} .٢٧ نتیجه

فرمولها) (یا جمله ها شود، تعریف باید که چیزی آخرین را. کلمه ها حͺم ترمها و دارد را الفبا حروف حͺم زبان که گفتیم

و ∃ و ∧ و ¬ منطقͬ علائم و زبان های ترم از استفاده با که هستند متناهͬ دنباله هائͬ Lفرمولها هستند.

فرمولها باید پس نیست. فرمول ͷی چنین این متناهͬ دنباله ی هر که کنید دقت دوباره شوند. مͬ ساخته تساوی علامت و

کرد. تعریف دقیقتر صورت به را

شود. مͬ حاصل زیر طریق از اعضایش که است ای مجموعه کوچͺترین فرمولها L مجموعه (فرمولها). ٢٨ تعریف

است. فرمول L ͷی t١(x١, · · · , xn) = t٢(x١, · · · , xn) عبارت t٢ و t١ ترم دو هر برای •

است. فرمول L ͷی R(t١, · · · , tn) عبارت R موضعͬ n ی رابطه و t١, · · · , tn های ترم برای •

است. فرمول ͷی نیز ¬ϕ دراینصورت باشد فرمول ϕ اگر •

است. فرمول L ͷی ϕ ∧ ψ صورت این در باشند فرمول L دو ψ و ϕ اگر •

است. فرمول L ͷی نیز ∃xϕ(x) صورت دراین باشد فرمول ͷی ϕ اگر •

داریم: زیر صورت به نیز کوتاه نوشت سری ͷی

ϕ ∨ ψ ≡ ¬(¬ϕ ∧ ¬ψ) .١

∀xψ ≡ ¬(∃x¬ψ) .٢

.ϕ→ ψ ≡ ¬ϕ ∨ ψ .٣

١٢



این غیر در نباشد؛ سوری هیچ تاثیر تحت هرگاه گوییم آزاد ϕ فرمول در را x متغیر آزاد). و پایبند های (متغیر ٢٩ تعریف

ͬ نامیم. م پایبند را آن صورت

زیر فرمول در .٣٠ مثال

∀xψ(x) ∧R(x, y)

فرمول نمادهاست. اولویت ترتیب دانستن به نیاز این تشخیص برای است. آزاد y و است آزاد دوم x و است پای بند اول x متغیر

ͬ شود: م پرانتزگذاری زیر صورت به بالا

((∀xψ(x)) ∧R(x, y))

است. درست ساختار ͷی در فرمول ͷی ͬ گوئيم م زمانͬ چه که است این کنیم تعریف ͬ خواهیم م که چیزی آخرین

صورت این در .a١, · · · , an ∈ M و باشند ساختار L ͷی M و فرمول L ͷی ϕ(x١, · · · , xn) کنید فرض .٣١ تعریف

مدلͬ M یا است، درست M ساختارِ در xi جای به ai جایͽذاری با ϕ فرمول شود: (خوانده M |= ϕ(a١, · · · , an) عبارت

شود. مͬ تعریف زیر استقرایی صورت به است) فرمول این برای

tM١ (a١, · · · , an) = tM٢ (a١, · · · , an) هرگاه M |= t١(a١, · · · , an) = t٢(a١, · · · , an) •

RM(tM١ (a١, . . . , an), · · · , tMn (a١, . . . , an)) هرگاه M |= R(t١, · · · , tn)(a١, . . . , an) •

M |= ψ و M |= ϕ هرگاه M |= ϕ ∧ ψ •

M ⊭ ϕ هرگاه M |= ¬ϕ •

M |= ψ(a) که طوری به باشد موجود M در عنصر a ∈M هرگاه M |= ∃xψ(x) •

باشد. غلط دیͽر ساختار L در ولͬ باشد درست ساختار L ͷی در یͺسان فرمولِ  L ͷی دارد امͺان که کنید دقت .٣٢ توجه

حال این با .(C,+, ·,−, ٠, ١) و است ساختار L ͷی (R,+, ·,−, ٠, ١) هم Lring در مثال برای

(C,+, ·,−, ٠, ١) |= ∃x x · x = ١

ولͬ

(R,+, ·,−, ٠, ١) ̸|= ∃x x · x = ١

تئوریها ۴ . ١

داریم: t ترم هر برای آنگاه که دهید نشان باشد. همومرفیسم ͷی h : M −→ N کنید فرض .٧ تمرین

tM(a١, · · · , an) 7−→h tN(h(a١), · · · , h(an)).

١٣



ͬ نویسیم م و معادلند ایندو ͬ گوییم م باشند. فرمول L دو ψ(x١, ..., xn) و ϕ(x١, ..., xn) کنید فرض .٣٣ تعریف

ϕ ≡ ψ

باشیم داشته M ساختار L هر در هرگاه

{(x١, ..., xn) ∈Mn | ϕ(x١, ..., xn)} = {(x١, ..., xn) ∈Mn | ψ(x١, ..., xn)}.

معادلند. ∀x¬ϕ(x) و ¬(∃xϕ(x)) فرمول L دو مثال برای

معادلͬ دارای ϕ که دهید نشان صورت این در ندارد. سوری هیچ که باشد فرمول L ͷی ϕ(x١, ..., xn) کنید فرض .٨ تمرین
٧ است. فصلͬ نرمال صورت به معادلͬ و عطفͬ نرمال صورت به

صورت این در که دهید نشان باشد. ایزومرفیسم ͷی h : M −→ N و باشند ساختار L دو N و M کنید فرض .٩ تمرین

داریم a١, · · · , an ∈M هر و ϕ(x١, · · · , xn) Lفرمول هر برای

M |= ϕ(a١, · · · , an) ⇔ N |= ϕ(h(a١), · · · , h(an)).

که فرمولͬ هر یعنͬ وجودی، فرمول هر برای که دهید نشان باشد. نشاندن ͷی h : M −→ N کنید فرض .١٠ تمرین

هر و ϕ(x١, · · · , xn) مانندِ است، گرفته قرار سور بدون فرمولͬ آن از پس و است آمده وجودی سورهای فقط آن ابتدای در

داریم a١, · · · , an ∈M

M |= ϕ(a١, · · · , an) ⇔ N |= ϕ(h(a١), · · · , h(an)).

زیر فرمولهای Lring = {+, ·, (−), ٠, ١} زبان در مثال برای است. آزاد متغیر بدون فرمولِ L ͷی Lجمله ͷی از منظور

جمله اند. Lring

∀x∃y x+ y = ٠ •

∀x∃y x · y = ٠ •

مثلا́ باشد، نادرست دیͽری در و درست Lساختار ͷی در ϕ Lجمله ی ͷی است ممͺن

C |= ∃x x٢ = −١

که حالͬ در

R ̸|= ∃x x٢ = −١.

صورت تئوری ها تحت کار این که است ریاضͬ از بخشهائͬ برای موضوعه اصول ارائه ی است مهم برای که چیزی حال این با

ͬ گیرد. م

فرمولهای ها ψij ایندو در که
∨n

i=١
∧m

j=١ ψij صورت به یعنͬ فصلͬ نرمال صورت و
∧n

i=١
∨m

j=١ ψij صورت به یعنͬ عطفͬ نرمال صورت ٧

هستند. اتمͬ نقیض یا اتمͬ

١۴



جمله هاست. L از مجموعه ای Lتئوری ͷی از منظور .٣۴ تعریف

جملات از مجموعه ای زبان، این در آبلͬ گروه های تئوری آنگاه باشد، آبلͬ های گروه زبان LAbG = {+,−, ٠} اگر .٣۵ مثال

است: زیر شͺل به

TAbG = {∀xyz x+ (y + z) = (x+ y) + z, ∀x x+ (−x) = x, ∀xy x+ y = y + x, ∀x x+ ٠ = x}

و است، T برای مدلͬ M که ͬ گوئیم م صورت این در باشد، ساختار L ͷی M و L زبان در اول مرتبه ی تئوری ͷی T اگر

.(R,+,−, ٠) |= TAbG مثال برای باشند. برقرار M در T در موجود جملات تمام هرگاه M |= T ͬ نویسم م

کرده ایم. بررسͬ را تئوریها از مثال چند زیر در

ͬ نامیم: م جابجائͬ حلقه های تئوری را زیر تئوری Lring = LAbG ∪ {·, ١} زبانِ در •

Tring = TAbG ∪ {∀xyz x · (y · z) = (x · y) · z, ∀x x · ١ = x,∀xyz x · (y + z) = (x · y) + (x · z),

∀x x · y = y · x}

Tfield = Tring ∪ {∀x(x ̸= ٠ → ∃yx · y = ١)} است: زیر صورت به میدانها تئوری زبان همان در •

بنویسید. جبری بسته میدانهای برای تئوری ͷی .١١ تمرین

بنویسید. انتها و ابتدا عنصر بدون چͽالِ خطͬ مرتب مجموعه های برای {<} زبان در تئوری ͷی .١٢ تمرین

قرار و .L = ∅ ͬ گیریم: م تهͬ را زبان شود. نوشته صورت بدین ͬ تواند م نامتناهͬ های مجموعه برای تئوری ͷی مثال برای

ͬ دهیم: م

Tinf−set = {∃x١x٢¬(x١ = x٢),

∃x١x٢x٣¬(x١ = x٢) ∧ ¬(x٢ = x٣) ∧ ¬(x٣ = x١)

...

}

است. نامتناهͬ M آنگاه باشند، برقرار بالا جمله های تمام آن در که باشد ساختار ͷی M اگر که کنید دقت

T تئوری ͷی توانید مͬ آیا .١٣ تمرین

بنویسید. عضوی ۵ مجموعه های برای الف. •

بنویسید. متناهͬ مجموعه های برای ب. •

اصولا˟ پدیده هائͬ چه برای که است این آن و شده ایم، آشنا اول مرتبه ی تئوری های درباره ی نکته اولین با بالا، تمرین در

نوشت. تئوری ͷی ͬ توان م

در مثال، برای نه. یا دارد مدلͬ هیچ تئوری این آیا که است این است، مهم اول مرتبه ی تئوری ͷی مورد در که نکته ای دومین

این ساختاری L هیچ در زیرا ندارد؛ مدلͬ هیچ T = {∀x∃yx+ y = ١,¬(∀x∃yx+ y = ١)} تئوریِ L = Lring زبانِ

١۵



ͬ گوئیم م دقیقتر بیان به ͬ شناسیم. م سازگاری عنوان تحت را تئوری ͷی داشتن مدل باشند. درست همزمان ͬ توانند نم جمله دو

باشد. داشته مدل ͷی حداقل هرگاه است سازگار T تئوری L گوییم

در که معنͬ بدین باشد؛ بی تفاوت ϕ جمله ی ͷی به نسبت ͬ تواند م T تئوریِ ͷی آیا که است این مهم نکته ی سومین و

C |= Tring داریم Lring زبانِ در مثال برای نباشد. دیͽر برخͬ در و باشد درست ϕ جمله ی T تئوریِ مدلهای برخͬ

حال این با R |= Tring

C |= ∃xx٢ = −١

شده تعریف ادامه در که ͬ کنیم م بررسͬ تئوری ͷی بودن» «کامل عنوان تحت را نکته سومین این .R ⊭ ∃xx٢ = −١

است.

شود) مͬ نتیجه T تئوری از ϕ (جمله T |= ϕ گوییم مͬ باشد. جمله L ͷی ϕ و تئوری L ͷی T کنید فرض .٣۶ تعریف

باشیم داشته هرگاه دیͽر عبارت به باشد؛ درست T های مدل تمام در ϕ هرگاه

M |= T ⇒ M |= ϕ.

مثال برای

TAbG |= ∀x(∃y١∃y٢(x+ y١ = ٠ ∧ x+ y٢ = ٠) → y١ = y٢)

نتیجه آبلͬ گروه های تئوری از یͺتاست عنصر هر وارون که این پس یͺتاست، عنصر هر وارون آبلͬ هرگروه در ساده تر، بیان به

زیر جمله ی اما ͬ شود. م

∃xyz ∀t (t = x ∨ t = y ∨ t = z)

دارند. عضو سه از بیش دیͽر برخͬ و دارند عضو سه حداکثر آبلͬ گروه های برخͬ زیرا ͬ شود؛ نم نتیجه آبلͬ گروه های تئوری از

است. سازگار آن نقیض با هم و است سازگار بالا جمله ی با هم آبلͬ گروه های تئوری دیͽر، بیان به

مدل T ∪ {¬ϕ} اگروتنهااگر T ̸|= ϕ دیͽر بیان به باشد؛ درست ¬ϕ آن در که باشد داشته مدلͬ T هرگاه T ̸|= ϕ پس

باشد. داشته

جمله L هر برای هرگاه است، کامل تئوریِ ͷی T ͬ گوییم م صورت دراین باشد، سازگار تئوری ͷی T کنید فرض .٣٧ تعریف

T |= ¬ϕ یا T |= ϕ یا ϕ جمله ی هر برای هرگاه است کامل T دیͽر بیان به .¬ϕ یا باشد برقرار T های مدل تمام در ϕ یا ϕ

مدلِ دو هر برای هرگاه است کامل T تئوری دیͽر، بیان به باز است). سازگار ما نظر مورد تئوری زیرا است جمع مانع یا این (و

باشیم داشته تئوری، زبانِ در ϕ جمله ی هر و M,N |= T

M |= T ⇔ N |= T.

باشند. سازگار دو هر T ∪ {¬ϕ} و T ∪ {ϕ} طوریِ به شود پیدا ϕ جمله L هرگاه نیست کامل T سازگارِ تئوریِ پس

.Z⊕ Z ⊭ ϕ و Z |= ϕ طوری که به بنویسید آبلͬ گروه های زبان در ϕ جمله ͷی .١۴ تمرین

پدیده ای، هر برای است. مهم بودن کامل و سازگاری اول، مرتبه ی تئوری ͷی برای ͬ کنم: م خلاصه را بخش این گفته های

است. مهم نوشت تئوری آن برای بتوان که امر این

آیا ͬ شود: م پرسیده نیز مجموعه های تئوری مانند است شده بنا آنها بر ریاضیات کل که تئوری هایی برای سوالات همین

سوال مورد در است؟ کامل بودن سازگار صورت در زداف سͬ تئوری آیا است؟ سازگار زد اف سͬ مثلا́ مجموعه ها، نظریه ی تئوری

١۶



نظریه ی اگر که معنͬ بدین است؛ مستقل مجموعه ها نظریه ی از پیوستار، فرضیه ی که ͬ دانید م ریاضͬ مبانͬ درس از مثلا دوم،

است. سازگار آن نقیض با هم و پیوستار فرضیه ی با هم باشد سازگار مجموعه ها

باشند. داشته یͺسانͬ مدلهای هرگاه T ≡ T ′ نویسیم مͬ و نامیم مͬ معادل را T ′ و T تئوری L دو .٣٨ تعریف

.T ≡ T ′ داریم باشد، سازگار T ′ که طوری به T ⊆ T ′ هر برای آنگاه باشد کامل T تئوری اگر .١۵ تمرین

.١۶ تمرین

است. تئوریTکامل ⇔ T ≡ Th(M)

. Th(M) = {ϕ | M |= ϕ} و است ساختار L ͷی M آن در که

باشد. نداشته متناهͬ مدل هیچ که بنویسید کامل تئوری ͷی L = {<} زبان در .١٧ تمرین

که طوری به بنویسید T کامل تئوری ͷی است، دوموضعͬ رابطه ی ͷی E آن در که L = {E} زبان در .١٨ تمرین

ارزی هم روابط تئوری ⊆ T

است؟ کامل کلاس، نامتناهͬ با هم ارزی روابط تئوری آیا باشند. داشته هم ارزی کلاس نامتناهͬ و باشند نامتناهͬ T مدلهای و

معادلند؟ هم با زیر عبارت دو آیا .١٩ تمرین

T |= ϕ→ ψ T |= ϕ⇒ T |= ψ

هنکینͬ تئوری های وجود ۵ . ١

این به بنا ͬ کند. م فراهم اول مرتبه ی تئوری ͷی سازگاری برای ͬͺمح که است فشردگͬ قضیه ی اثبات هدفمان درس ادامه ی در

رخ هم با ͬ توانند م اتفاقها این همه ی دهند،  رخ هم با بتوانند آنها متناهͬ تعداد هر که باشیم داشته اتفاق بی نهایت اگر قضیه،

دقیق: بیان به دهند.

باشد. مدل دارای آن از ∆ ⊆ T متناهͬ زیرمجموعه هر اگر تنها و اگر است مدل دارای T تئوری L (فشردگͬ). ٣٩ قضیه

که اثباتͬ حال این با نکرده ام؛ استفاده گودل تمامیت قضیه ی از فشردگͬ، قضیه ی اثبات برای درس،  این در که کنید دقت

شده بیان مدل نظریه ی از استفاده با تنها زیر، اثبات واقع در است. اثبات همان مشابه کاملا́ است آمده قضیه این اثبات برای

است.

دقیق: بیان به دارد؛ ثابت نوع از شاهدی وجودی، فرمولهای همه ی برای که است تئوری ای هنکینͬ، تئوری ͷی از منظور

ͷی را T تئوری L(C) صورت این در باشد، جدید ثوابت از مجموعه ͷی C و اول مرتبه زبان ͷی L کنید فرض .۴٠ تعریف

که طوری به باشد، موجود cϕ ∈ C ثابت ͷی ϕ فرمول ٩ L(C) هر برای هرگاه نامیم مͬ ٨ هنکینͬ تئوری

“∃xϕ(x) → ϕ(cϕ)” ∈ T

٨Henkin
٩L ∪ {c | c ∈ C}
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تئوری L(C) ͷی صورت این در باشد، مدل دارای آن از متناهͬ زیرمجموعه هر که باشد تئوری L ͷی T کنید فرض .۴١ لم

شود. مͬ پیدا زیر های ویژگͬ با T ′

T ⊆ T ′ •

است)، مدل دارای آن متناهͬ زیرمجموعه ی هر است(یعنͬ سازگار متناهیا T ′ •

است، هنکینͬ T ′ •

. ¬ϕ ∈ T ′ یا ϕ ∈ T ′ یا ϕ جمله ی L(C) هر برای •

قراردهید لم. اثبات

C٠ = ∅

C١ = {cϕ | است {ϕیLͷفرمول
...

Cn+١ = {cϕ | است {ϕیL(Cn)ͷفرمول
...

TH تئوری .C =
∪
n∈NCn دهید قرار حال افزوده ایم. جدید ثابت زبان به موجود، فرمولهای تعداد به بالا، در مرحله هر در

بͽیرید. درنظر زیر صورت به ( L(C) زبان (در را

TH = {∃xϕ→ ϕ(cϕ)}.

.∆′ ⊆ TH و ∆ ⊆ T که طوری به باشد متناهͬ ∆∪∆′ ⊆ T ∪TH کنید فرض است: سازگار متناهیا T ∪TH که کنید دقت

در باشد. L(C١) در شده ذکر فرمول که کنید فرض بحث ) شدن راحت (برای و “∃xϕ(x) → ϕ(cϕ)” ∈ ∆′ کنید فرض

.M |= ϕ(a) که طوری به است موجود a ∈M آنگاه M |= ∃xϕ(x) که طوری به باشد ∆ از مدل ͷی M اگر صورت این

داریم. صورت دراین .cMϕ = a کنید تعبیر

(M, cϕ) |= ∆ ∪ {∃xϕ(x) → ϕ(cϕ)}

است): شده تشͺیل تئوریها از مجموعه، این که کنید (دقت بͽیرید درنظر زیر صورت به را A مجموعه

A = {T ′ | T ∪ TH ⊆ T و′ باشد سازگار Tمتناهیا ′}

چرا که کنید (بررسͬ
∪
Ti ∈ A آنگاه باشد A در موجود تئوری های از زنجیری T١ ⊆ T٢ ⊆ · · · اگر ثانیاً و A ̸= ϕ اولا˟

تمام T ∗ که ͬ کنیم م ادعا است. ماکزیمال ⊆ به نسبت که است موجود T ∗ ∈ A تئوری ͷی زرن لم بنابر پس است.) گونه این

دارد. را ما نظر مورد های ویژگͬ

است. TH شامل̞ و است شده نوشته L(C) زبانِ در زیرا است هنکینͬ T ∗ ثانیاً است. سازگار متناهیا T ∗ اولا˟
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و T ∗ ∪ {ϕ} همزمان و باشد، جمله L(C) ͷی ϕ اگر زیرا .¬ϕ با یا و است متناهیاً ϕ با T ∗ یا ϕ جمله ی هر برای همچنین

که طوری به ͬ شوند م یافت ∆,∆′ ⊆ T ∗ مجموعه های باشند، ناسازگار متناهیاً T ∗ ∪ {¬ϕ}

است. ∆ناسازگار ∪ {ϕ}

است. ′∆ناسازگار ∪ {¬ϕ}

است. ∆ناسازگار ∪∆′ ∪ {ϕ}

است. ∆ناسازگار ∪∆′ ∪ {¬ϕ}

است. T ∗ بودن سازگار متناهیاً خلاف این و است ناسازگار ∆ ∪∆′ بنابراین

است) شده داده توضیح زیر در که طور (همان زیرا باشند، سازگار دو هر ͬ توانند نم نیز T ∗ ∪{¬ϕ} و T ∗ ∪{ϕ} طرفͬ از

است). سازگار متناهیاً تئوری این (و دارد قرار تئوری این در است سازگار T ∗ با که جمله ای هر

به .ϕ ∈ T ∗ پس ͬ شود، م نقض T ∗ بودن ماکزیمال ϕ /∈ T ∗ اگر صورت این در باشد، سازگار T ∗ ∪ {ϕ} کنید فرض

کرد. بحث ͬ توان م T ∗ ∪ {¬ϕ} برای مشابه طور

هم اندازه ی جملات تعداد لحاظ از ͬ شود م ساخته نهایت در که ͬ ای هنکین تئوری  که است این بالا اثبات در مهم نکته ی ͷی

است. |L|+ ℵ٠ اندازه ی دارای است، شده نوشته آن در شده ساخته هنکینͬ تئوری که زبانͬ هم چنین است. اولیه تئوریِ

فشردگͬ قضیه ی اثبات تکمیل ۶ . ١

φ ∈ T یا φ Lجمله ی هر برای که طوری به باشد L(C) زبانِ در سازگار متناهیاً هنکین̞ͬ تئوری ͷی T کنید فرض .۴٢ قضیه

C مجموعه آن اعضای که دارد مدل ͷی شده،  یاد تئوری دقیقتر، بیان (به است. مˀدِل دارای T صورت این در φ¬؛ ∈ T یا

یͺتاست.) ایزومرفیسم تحت مدل این شرط، این با و است

کنید. تعریف زیر صورت به را تساوی رابطه ی M روی M = {ac|c ∈ C} دهید قرار اثبات.

ac = ad ⇔ c = d ∈ T

این اساس شوند. تعبیر M در L(C) زبانِ اجزای باید کار این برای ͬ کنیم. م L(C)ساختار ͷی به تبدیل را M جهانِ نخست

است. T تئوریِ به چیز همه واگذاری تعبیر،

است: مشخص ثوابت تعبیر

cM = ac.

دهید: قرار ͬ کند). م کار روش همین هم باشد موضعͬ n (اگر باشد L در موضعͬ دو تابعͬ تابع نماد ͷی f کنید فرض

fM(ac, ad) = ae ⇔ f(c, d) = e︸ ︷︷ ︸
L(C)جمله

∈ T

است، متناهیاًسازگار T که آنجا از که کنید توجه

“∃x f(c, d) = x” ∈ T
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L(C)ساختاری هر در زیرا باشد داشته مدل ͬ تواند نم بالا جمله ی نقیض اما Tاست؛ در بالا جمله ی نقیض صورت این غیر در زیرا

که طوری به دارد وجود e ثابت است هنکینͬ T تئوریِ که آنجا از حال ͬ شود. م تعبیر نیز f(c, d) شوند، تعبیر c, d ثوابتِ که

کنید. ͷچ تمرین عنوان به را تابع این خوش تعریفͬ است. تعریف قابل fM تابع̧ بنابراین .f(c, d) = e ∈ T

دهید نشان ͬ شود. م ممͺن استقرائͬ صورت به نیز ترمها تعبیر پس شده اند، تعریف M در ثوابت و توابع که حال .٢٠ تمرین

که

tM(ac١ , . . . , acn) = ca٠ ⇔ T |= t(c١, . . . , cn) = c٠

ͬ گیرد: م صورت زیر صورت به نیز زبان روابط تعبیر

RM(ac١ , . . . , acn) ⇔ R(c١, . . . , cn) ∈ T

ͬ دهیم. م نشان M با را آن که است Lساختار ͷی بالا، در گرفته صورت تعبیرهای با M بنابراین

داریم φ L(C)جمله ی هر برای که دهیم نشان ͬ خواهیم م واقع در .M |= T که است این اثباتِ هدفمان کار ادامه ی در

φ ∈ T ⇔ M |= φ

ͬ کنیم. م اثبات φ جملاتِ پیچیدگͬ روی استقراء با را حͺم این .(T = Th(M) که کرد خواهیم ثابت دیͽر،  بیان (به

است. زیر صورت به اتمͬ جمله ی ͷی φ کنید فرض الف)

t١(c١, . . . , cn) = t٢(c١, . . . , cn)

که دهیم نشان باید آنگاه “t١(c١, . . . , cn) = t٢(c١, . . . , cn)” ∈ T اگر

M |= tM١ (ac١ , . . . , acn) = tM٢ (ac١ , . . . , acn)

داریم T سازگاری به بنا که کنید دقت

∃x t١(c١, . . . , cn) = x ∈ T

داریم آن بودن هنکینͬ به بنا و

”t١(c١, . . . , cn) = c٠” ∈ T

داریم T بودن هنکینͬ و سازگاری به بنا دوباره

“t٢(c١, . . . , cn) = c٠” ∈ T

که ͬ شود م نتیجه اینها از و

M |= tM١ (ac١ , . . . , acn) = tM٢ (ac١ , . . . , acn)

است. بازگشت قابل بالا روند همچنین

که کنید ثابت مشابه طور به .٢١ تمرین

M |= R(tM١ (ac١ , . . . , acn), . . . , t
M
n (ac١ , . . . , acn)) ⇔ R(t١(c١, . . . , cn), . . . , tn(c١, . . . , cn)) ∈ T.
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آنگاه باشد. درست φ جمله ی برای ادعا کنید فرض ب.

M |= ¬φ⇔

M ̸|= φ⇔

T ̸|= φ(φ /∈ T ) ⇔

¬φ ∈ T

آنگاه باشد درست ψ و φ برای ادعا اگر ج.

M |= φ ∧ ψ ⇔

M |= φوM |= ψ ⇔

φ ∈ T ψو ∈ T ⇔

φ ∧ ψ ∈ T

باشد. برقرار ψ برای ادعا و باشد ∃x ψ صورت به φ کنید فرض

T |= ∃x ψ ⇔

∃x ψ ∈ T ⇔

ψ(cψ) ∈ T ⇔

M |= ψ(cψ) ⇔

M |= ∃x ψ(x) ⇔

M |= φ

فشردگͬ قضیه ی از ساده کاربرد چند

در نوشت. تئوری ͬ توان م Lساختارها از کلاسهائͬ چه برای که ͬ شود م استفاده این تشخیص برای گاهͬ فشردگͬ قضیه ی از

متناهͬ مجموعه های برای ͬ توان نم که داده ایم نشان زیر در نوشتیم. نامتناهͬ مجموعه های برای T تئوری ͷی گذشته، مثال

چیزی هر و باشند آن مدل متناهͬ مجموعه های همه ی که طوری به نوشت T تئوری ͷی ͬ توان نم دیͽر بیان به نوشت. تئوری

باشد. متناهͬ مجموعه ی ͷی باشد آن مدل که

بͽیرید: نظر در زیر صورت به را T ′ تئوری باشد. متناهͬ مجموعه های برای تئوری ͷی T کنید فرض خلف، برهان به

T ′ = T∪{∃x١, x٢ x١ ̸= x٢, ∃x١, x٢, x٣ x١ ̸= x٢ x٢ ̸= x٣ x١ ̸= x٣, . . . , ∃x١, . . . , xn
∧

xi ̸= xj, . . .}

اگر زیرا است؛ سازگار متناهیاً T ′ تئوری

∆︸︷︷︸
متناهͬ

⊆ T ′

با M مدل ͷی دارای T آنگاه ∃x١, . . . , xn
∧
xi ̸= xj ∈ ∆ جمله ی که باشد عددی بزرگترین n کنیم فرض اگر آنگاه

پس هست، عضو n حداقل

M |= ∆
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اگر حال است. مˀدِل دارای T ′ که ͬ شود م نتیجه فشردگͬ قضیه ی به بنا است، مدل دارای T ′ متناه̞ͬ بخش هر که این از

N |= T ′

عنصر n وجود که جملاتͬ تمام زیرا است نامتناهͬ دیͽر طرف از و است؛ T برای مدلͬ زیرا است، متناهͬ N طرف ͷی از آنگاه

� است. تناقض این و هستند؛ برقرار آن در ͬ کنند م بیان را

میدان آن در x عنصرِ برای که طوری به باشد عددی کوچͺترین n هرگاه است n مشخصه ی دارای میدان ͷی ͬ گوییم م

n عدد چنین اگر چرا). که کنید (بررسͬ است اول عدد ͷی وجود صورت در میدان ͷی مشخصه ی .nx = ٠ باشیم داشته

ͬ نامیم. م صفر مشخصه ی با میدانͬ را میدان آن باشد، نداشته وجود میدانͬ برای

تئوری T که کنیم فرض اگر نوشت. تئوری ͷی ͬ توان نم ناصفر مشخصه ی با میدانهای برای که داده ایم نشان زیر در

بͽیرید: نظر در زیر صورت به را T ′ تئوریِ آنگاه است؛ L زبانِ ͷی در ناصفر مشخصه ی با میدانهای

T ′ = T ∪ {c+ c ̸= ٠, c+ c+ c ̸= ٠, . . . , c+ c+ . . .+ c︸ ︷︷ ︸
nبار

̸= ٠, . . .}

متناهیاًسازگار تئوری ͷی T ′ که کنید دقت است. جدید ثابت ͷی c که است شده نوشته L ∪ {c} زبانِ ͷی در بالا تئوریِ

که این اثبات برای مثلا است.

T ∪ {c+ c ̸= ٠, c+ c+ c ̸= ٠}

سه اگر که کنیم تعبیر عنصری را c آن در و است ٣ از بیش آن مشخصه ی که کنیم انتخاب T از مدل ͷی است کافͬ دارد مدل

است، مدل دارای T ′ از متناهͬ قسمت هر که آنجا از است. میسر Z۵ در آسانͬ به کار این نشود؛ صفر شود جمع خودش با بار

(c (تعبیر عنصر ͷی حاوی طرفͬ از و است، ناصفر مشخصه ی با میدان ͷی طرف ͷی از مدل، این است. مدل دارای T ′ پس

است. تناقض این و ͬ شود؛  نم صفر شود جمع خودش با چه هر که است

همبند، گراف ͷی از منظور نوشت. تئوری ͷی ͬ توان نم هم بند گرافهای برای که داده ایم نشان زیر در دیͽر مثالͬ عنوان به

باشد. داشته وجود متناهͬ مسیر ͷی آن راس دو هر بین که است گرافͬ

دارد). راس دو بین یال وجود Rبرای دوتائͬ رابطه ی ͷی که زبانͬ (در باشد همبند گرافهای برای تئوری ͷی T کنید فرض

که است این بیانگر ϕn هر که بͽیرید نظر در ϕn جمله ی نامتناهͬ با T اجتماع̧ را T ′ تئوریِ و کنید اضافه زبان به c, d ثابتِ دو

این از متناهͬ زیرمجموعه ی هر که دهید نشان است). n از بیش آنها بین فاصله ی (یعنͬ ندارد وجود n طول به مسیری c, d بین

نامتناهͬ فاصله ی c, d تعبیرهای میان مدل، این در و است مدل دارای تئوری این خودِ فشردگͬ، به بنا است؛ مدل دارای تئوری

دارد. وجود

شد. ارائه سمنانͬ خانم توسط آن جالب راه حل و زیر مثال

توسط که است گروهͬ دوری، گروه ͷی از منظور نوشت. تئوری ͷی ͬ توان نم دوری گروه های برای که دهید نشان .۴٣ مثال

است. شده تولید تک عضوی مجموعه ی ͷی

بͽیرید: نظر در زیر صورت به را T ′ تئوریِ باشد. دوری گروه های برای تئوری ͷی T که کنید فرض اثبات.

T ′ = T ∪ Tinf−set ∪ {∀x∃y x = y + y}
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N اگر شماراست. مدلͬ دارای پرداخت، خواهم بدان آینده درس در که قضیه ای به بنا آنگاه، باشد،  مدل دارای T ′ تئوری اگر

زوج آن عناصر تمام طرف ͷی از و است) دوری (زیرا است ایزومرف Z با مدل این طرف ͷی از باشد، T ′ برای شمارا مدلͬ

است. ممͺن غیر این و آخر) اصل به (بنا هستند

ͷی در در عنصر متناهͬ تعداد وجود بیانگر تئوری این از متناهͬ بخش هر است. سازگار متناهیاً زیر، دلیل به T ′ تئوری اما

Zp در زیرا هستند. تئوری این برای مدلهائͬ کافͬ، اندازه ی به های p برای ها Zp هستند. زوج گروه آن عناصر تمام که گروه

هستند. زوج عناصر همه ی

به x که این یا ماست. مطلوب که است زوج Z از عنصری عنوان به خود x یا نیست؛ خارج حالت دو از x ∈ Zp اگر

است. زوج x+ p = x صورت این در که است فرد Z از عنصری عنوان

فشردگͬ قضیه ی کاربردهای ادامه ی ١ . ٧

از متناهͬ بخشͬ از که است) درست آن مدلهای همه ی در (یعنͬ ͬ شود م نتیجه T تئوری ͷی از صورتͬ در شده داده حͺم ͷی

شود: نتیجه تئوری آن

.∆ ⊆ T متناه̞ͬ زیرمجموعه ی ͷی برای ∆ |= ϕ اگروتنهااگر T |= ϕ .۴۴ نتیجه

زیرمجموعه ی هر برای آنگاه ∆ ̸|= ϕ باشیم داشته ∆ ⊆ T متناهͬ زیرمجموعه ی هر برای اگر چپ. به راست از اثباتِ اثبات.

T ∪{¬ϕ} فشردگͬ به بنا پس است. متناهیاًسازگار T ∪{¬ϕ} بنابراین است. سازگار ∆∪{¬ϕ} مجموعه ی ∆ ⊆ T متناه̞ͬ

.T ̸|= ϕ یعنͬ است؛ مدل دارای

باشد، مدل دارای که تئوری ای هر لم، این به بنا است. لُوِنهایم اسͺولم لم فشردگͬ، قضیه ی نتیجه های مهمترین از ͬͺی

ماست. دلخواه˼ سایز هر با مدلهائͬ دارای

است. نامتناهͬ مدل ͷی حداقل دارای که باشد اول مرتبه تئوری Lͷی T و شمارا اول مرتبه زبان ͷی L کنید فرض .۴۵ نتیجه

است. κ با برابر دقیقاً اندازه ی با مدلͬ دارای T تئوریِ ،κ نامتناهͬ کاردینال هر برای آنگاه

روش در که است این علت دارد. وجود κ اندازه به مدل ͷی T برای هنکینͬ، روش از استفاده با آنگاه κ = ℵ٠ اگر اثبات.

در موجود فرمولهای تعداد به ثابتها این و کرده ایم اضافه ما که است ثابتهائͬ از متشͺل ͬ شود، م حاصل که جهانِ مدلͬ هنکینͬ،

بود. خواهد شمارا نیز آمده دست به مدل سایز شماراست، زبان وقتͬ پس هستند؛ زبان

اضافه زبان به جدید ثابت κ تعدادِ به (یعنͬ کنید اضافه زبان به {cλ}λ≤κ ثوابت از مجموعه ͷی .κ > ℵ٠ کنید فرض حال

بͽیرید. درنظر زیر صورت به را T ′ تئوری و کنید)

T ′ = T ∪ {cλ ̸= cλ′ | λ, λ′ < κ}

مدل همان تئوری، این متناه̞ͬ بخش هر مدل است؛ مدل دارای آن متناهͬ بخش هر (زیرا است متناهیاًسازگار T ′ تئوری

قضیه ی اثبات در هنکینͬ روش به بنا است. شده نوشته κ اندازه به زبانͬ در و است) آمده قضیه فرض در که است ͬ ای نامتناه

ͬ کند. م تعیین تئوری را ثوابت این نبودن یا بودن مساوی و است شده تشͺیل ثوابت از که است مدلͬ دارای تئوری این فشردگͬ،

است. κ اندازه ی با مدلͬ دارای تئوری این پس
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پارادوکس نام به از آنها، ͬͺی به که ͬ شود م مجموعه ها نظریه ی در جذابی پارادوکسهای بروز به منجر فشردگͬ قضیه ی

زبان طرفͬ از دارد. وجود ناشمارا مجموعه ی ͷی که ͬ شود م ثابت مجموعه ها نظریه ی در که ͬ دانیم م ͬ کنم. م اشاره اسͺولم

مدل این در مجموعه ها همه ی که شماراست مدلͬ دارای مجموعه ها نظریه ی خود پس شماراست؛ حداکثر مجموعه ها نظریه ی

این در آن اعضای (که دارد وجود ناشمارا مجموعه ای که است درست جمله این شمارا، مدل این در حال دارند. قرار شمارا

هستند)! شمارا مدل

است. مختلف کلاسهای اصل پذیری نحوه ی بررسͬ برای آن از استفاده فشردگͬ، قضیه ی کاربردهای از دیͽر ͬͺی

اول مرتبه تئوری ͷی هرگاه است اصل بندی دارای K کلاس ͬ گوییم م باشد. Lساختارها از کلاسͬ K کنید فرض .۴۶ تعریف

که طوری به باشد داشته وجود T

K = {M | M |= T}

داشته وجود جمله متناهͬ با T اول مرتبه تئوری ͷی هرگاه است متناهͬ اصل بندی دارای T تئوری گوییم مͬ .۴٧ تعریف

که طوری به باشد

K = {M | M |= T}

باشند. اصل بندی دارای Kc و K کلاس̞ دو هر اگر تنها و اگر است متناهͬ اصل بندی دارای Lساختارها از K کلاس .۴٨ لم

باشند: زیر اصل بندی های دارای دو هر Kc و K کنید فرض کرده ام. ثابت فقط را چپ به راست از اینجا در اثبات.

K = {M | M |= T}

Kc = {M | M |= T ′}

با است. ناسازگار که دارد وجود ∆∪∆′ ⊆ T ∪ T ′ متناهͬ زیرمجموعه ͷی بنابراین است. ناسازگار T ∪ T ′ صورت این در

دهید قرار ∆′ = {ψ١, · · · , ψn} که این فرض̞

T ′′ = ∆ ∪ {¬ψ١ ∨ · · · ∨ ¬ψn}.

است. متناهͬ تئوریِ ͷی T ′′ که کنید دقت

طرفͬ از باشد. برقرار آن در ها ψi همه ی باید صورت این غیر در زیرا است؛ K کلاس̞ در آنگاه باشد، T ′′ برای مدلͬ N اگر

در موجود جملات تمام و است درست آن در ∆ در موجود جملات تمام زیرا است؛ T ′′ برای مدلͬ باشد، K کلاس̞ در N اگر

ندارد). مدلͬ هیچ ∆ ∪∆′ (زیرا باشد درست آن در ͬ تواند نم ∆′

که دهید نشان .٢٢ تمرین

نیست. متناهͬ اصل بندی دارای نامتناهͬ مجموعه های کلاس •

نیست. متناهͬ اصل بندی دارای صفر مشخصه ی با میدانهای کلاس •
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باشیم داشته و نباشند L زبان در c١, . . . , cn ثابتهای کنید فرض .٢٣ تمرین

T |= ϕ(c١, . . . , cn).

که دهید نشان

T |= ∀x١, . . . , xn ϕ(x١, . . . , xn).

به جملات از تنها که باشد داشته وجود T تئوری ͷی هرگاه است عمومͬ اصل بندی دارای Lساختارها از K کلاس .٢۴ تمرین

که طوری به است، شده تشͺیل سور) بدون ϕ) ∀x١, · · · , xnϕ(x١, · · · , xn) صورت

K = {M | M |= T}

استفاده بالا تمرین از (راهنمائͬ:  باشد. بسته زیرساختارها تحت اگر تنها و اگر است عمومͬ اصل بندی دارای K که دهید نشان
١٠ کنید).

هم زمینه این در فشردگͬ قضیه ی است. مهم نیز بودنشان کامل آنها، بودن سازگار بر علاوه تئوری ها، مورد در که گفتیم

ͬ کند: م ͷکم

κ ≥ |L|+ℵ٠ کاردینالِ که باشد ویژگͬ این دارای و باشد نداشته متناهͬ مدل هیچ L زبان در T تئوری کنید فرض .۴٩ نتیجه

سایزِ از مدل ͷی دارای تنها T دیͽر، بیان (به ایزومرفند باهم هستند κ سایزِ دارای که T مدل دو هر طوری به باشد داشته وجود

است. کامل تئوریِ ͷی T صورت این در باشد). κ

که دهیم نشان ͬ خواهیم م باشد. Lجمله ͷی ϕ و باشند T برای مدل دو M,N کنید فرض اثبات.

M |= ϕ⇔ N |= ϕ.

دارای تئوری این اسͺولم، لونهایم به بنا است. سازگار متناهیاً تئوری ͷی T ∪ {ϕ} صورت این در .M |= ϕ که کنید فرض

است. درست ϕ جمله ی κ سایزِ از T مدل تنها در پس .M′ |= T طرفͬ از است. κ سایز از M′ مانند مدلͬ

نیز T مدل (که است κ سایزِ از N′ مانند مدلͬ دارای رو این از و است سازگار T ∪ {¬ϕ} آنگاه N |= ¬ϕ اگر حال

است. تناقض این و باشند برقرار باید ¬ϕ هم و ϕ هم N′ در پس هست).

داده  ام. نشان را بالا قضیه ی کاربردهای از نمونه چند ادامه در

زبانِ در را Q روی نامتناهͬ برداری فضاهای تئوری .۵٠ مثال

L = {+,−, {fλ}λ∈Q, ٠}

جملات و تئوریها اجتماع نظر مورد تئوری ͬ دهد. م نشان را λ اسͺالرِ در ضرب که است تابع ͷی fλ هر آن در که ͬ نویسیم م

است: زیر

TAbg •

M ∈ K,N ⊆ M ⇒ N ∈ K ١٠
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Tinf−set •

است. شده نوشته جداگانه طور به λ ∈ Q هر برای جمله این که fλ(a+ b) = fλ(a) + fλ(b) •

∀a× ٠ × a = ٠ •

است. شده نوشته بار ͷی λ, λ′ ∈ Q هر برای جمله این که fλ(fλ′(a)) = fλ·λ′(a) •

است. شده نوشته بار ͷی λ, λ′ ∈ Q هر برای جمله این که fλ+λ′(a) = fλ(a) + fλ′(a) •

دهید. نشان TV S با را بالا تئوری

است. کامل تئوری ͷی TV S که ͬ کنم م ادعا

ایزومرفند. هم با ٢ℵ٠ سایزِ از TV S مدلِ دو هر ͬ کنم م ادعا حال ندارد. متناهͬ مدل هیچ TV S که کنید دقت اولا˟

از باشند. داشته هم اندازه پایه های که ایزومرفند هم با صورتͬ در یͺسان، میدان ͷی روی برداری فضای دو که کنید دقت

متناهͬ خطͬ ترکیب های (زیرا باشد ٢ℵ٠ نیز پایه اش سایز باید باشد داشته ٢ℵ٠ سایزِ دارای Q روی برداری فضای ͷی اگر طرفͬ

ͬ شود). نم عنصر تعداد این ایجاد به منجر عنصر، تعداد این از کمتر

ایزومرفند. هم با رو این از و هم سایز پایه های دارای هستند ٢ℵ٠ سایز دارای که Q روی برداری فضای دو هر پس

.٢۵ تمرین

بنویسید. تاب آبل̞ͬ بدون گروههای برای تئوری ͷی •

دید. Q روی برداری فضای ͷی صورت به ͬ توان م را تاب بدون آبلͬ گروه هر که دهید نشان •

است. کامل تئوری ͷی تاب، بدون آبلͬ گروه های تئوری که دهید نشان •

بنامید. T تئوری L = {<} زبان در را زیر اصول مجموعه ی بͽیرید. نظر در را (Q, <) ساختار .۵١ مثال

∀x ¬(x < x) (١ . ١)

∀x, y (x ≤ y) ∨ (y ≤ x) (١ . ٢)

∀x, y, z ((x < y) ∧ (y < z) −→ (x < z)) (١ . ٣)

∀x, y ∃z x < z < y (۴ . ١)

∀x ∃y x < y (۵ . ١)

∀x ∃y y < x (۶ . ١)

آنگاه باشند T برای شمارا مدل دو (N,<) و (M,<) ساختارهای L اگر که ͬ کنم م ادعا

(M,<) ∼= (N,<).

این که کنید دقت بͽیرید. نظر در را N و M اعضای از N = (bi)i∈N و M = (ai)i∈N شمارش های ادعا این اثبات برای

نیستند. صعودی شمارشها، 
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تابع̧

f٠ = (a٠, b٠)

بͽیرید. نظر در را

توابع̧ از دنباله ͷی زیر در

f٠ ⊆ f١ ⊆ . . .

باشد: زیر ͬ های ویژگ دارای fn تابع هر که طوری به ساخته ایم

،bn ∈ rangefn و an ∈ domfn •

: یعنͬ است ترتیب حافظ fn و است متناهͬ fn هر بردِ و دامنه •

x < y → f(x) < f(y).

کنیم: مͬ عمل زیر صورت به fn+١ ساختن برای دارد. را بالا ͬ های ویژگ باشد شده ساخته گونه ای به fn تابع که کنید فرض

ͬ دهیم م قرار t١ < an+١ < t٢ < t٣ < t۴ مثلا́ اگر آنگاه، ͬ کنیم. م مقایسه fn دامنه ی اعضای همه ی با را an+١ عنصر

که طوری به fn+١ = b

fn(t١) < b < fn(t٢) < fn(t٣) < fn(t۴).

اضافه دامنه، در a عنصر کردن پیدا با f ′
n+١ تابع̧ برد به را bn+١ ترتیب همین به .f ′

n+١ = fn ∪ {(an+١, b)} ͬ دهیم م قرار

یعنͬ ͬ نامیم؛ م fn+١ را حاصل تابع و ͬ کنیم م

fn+١ = fn ∪ {(an+١, b)}, {(a, bn+١)}.

تابع حال

f ∗ :M → N

صورت به که

f ∗ =
∪
n∈N

fn

ͬ شود م تعریف

است. ترتیب حافظ •

است. N کل آن برد و است M کل f ∗ دامنه ی •

پوشاست. و ͷی به ͷی •

است. کامل T پس هستند. ایزومرف هم با ℵ٠ سایز از T تئوری مدل دو هر پس

برعکس: و است درست نیز (R, <) در باشد درست (Q, <) در که φ جمله ی هر بنابراین

(Q, <) |= T
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(R, <) |= T

از که است همان دقیقا باشد، درست Q, < ساختارِ در که چه هر (Q, <) |= T و است کامل T که آنجا از دیͽر، بیان به

ͬ شود. م نتیجه T تئوریِ

درست بزرگ کافͬ اندازه یه متناهͬ مشخصه ی با میدانهای در φ اگر باشد. حلقه ها زبان در جمله ͷی φ کنید فرض .۵٢ مثال

است. برقرار صفر مشخصه ی با میدان ͷی در φ آنکاه باشد

تئوریِ

Tfield ∪ {١ + ١ ̸= ٠, ١ + ١ + ١ ̸= ٠, · · · } ∪ {φ}

آن در φ که است صفر مشخصه ی با میدان ͷی مدل این و دارد مدل پس است سازگار متناهیاً بالا تئوری بͽیرید. نظر در را

است. برقرار

پرداخته ام. نااستاندارد آنالیز به ادامه در فشردگͬ، قضیه ی از دیͽری کاربرد عنوان به

نااستاندارد آنالیز ١ . ٨

مهمترین از ͬͺی ولͬ دارد وجود میدان این ساخت برای مختلفͬ روشهای بͽیرید. نظر در را R حقیقͬ اعداد مرتب میدان

کوچͺترین دارای R از کراندار بالا از ی مجموعه زیر هر (یعنͬ است برقرار آن در کمال اصل که است آن میدان این ͬ های ویژگ

بالاست). کران

یعنͬ است؛ ارشمیدسͬ ویژگͬ دارای حقیقͬ اعداد میدان .۵٣ نتیجه

∀x ∈ R ∃n ∈ N n > x

کران دارای R در N آنگاه است. بیشتر طبیعͬ اعداد تمام از که باشد داشته وجود حقیقͬ عدد ͷی کنید فرض اثبات.

است: x٠ چون بالایی کران کوچͺترین دارای کمال، اصل به بنا پس، بالاست.

x٠ = supN

داریم پس نیست. N بالای کران x٠ − ١ پس

∃n ∈ N n > x٠ − ١

بنابراین

n+ ١︸ ︷︷ ︸
∈N

> x٠

دارد. تناقض x٠ بودنِ بالا کران با بالا عبارت و

.۵۴ ∩نتیجه
n∈N

(٠, ١
n
) = ∅
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آنگاه دارد. وجود t ∈
∩
n∈N(٠,

١
n
) چون عنصری کنیم فرض خلف برهان به اثبات.

∀n ∈ N t <
١
n

پس

∀n ∈ N
١
t
> n

ͬ کند. م نقض را ارشمیدسͬ ویژگͬ این و

است. ارشمیدسͬ ویژگͬ همان این و ندارند وجود ͷکوچ بی نهایت و بزرگ بینهایت عناصر حقیقͬ اعداد در بنابراین

که است زیر صورت به تابع حد برای لایبنیتز تعریف

lim
x→a

f(x) = l

بینهایت عناصر ͬ دانیم م که حالیست در این و شود.» ͷنزدی l به بی نهایت f(x) شود، ͷنزدی a به بی نهایت x «وقتͬ هرگاه

شوند! ͷنزدی l و a به بینهایت ͬ توانند نم f(x) و x واقع در پس ندارند. وجود حقیقͬ اعداد در ͷکوچ بی نهایت و بزرگ

به x که شرطͬ به شود ͷنزدی l به دلخواه اندازه ی هر به f(x) که است گونه بدین حد تعریف بیان روش حساب، در

باشد: شده ͷنزدی a به کافͬ اندازه ی

lim
x→a

f(x) = l ⇔ ∀ϵ > ٠ ∃δ > ٠ ∀x (|x− a| < δ → |f(x)− l| < ϵ).

شبیه کاملا́ اول مرتبه ی منطق لحاظ از که ساختاری پرداخته ام. نااستاندارد ساختاری در آنالیزی مفاهیم بررسͬ به زیر، در اما

است. غیرارشمیدسͬ ولͬ است حقیقͬ اعداد

کنید فرض

T = Th(R,+, ·, ٠, ١, <) = {ϕ|(R,+, ., ٠, ١, <) |= ϕ}.

بͽیرید: نظر در زیر صورت به L ∪ {c} زبان در را T ′ تئوری

T ′ = T ∪ {c > ١, c > ١ + ١, c > ١ + ١ + ١, ...}

اعداد خودِ آن متناهͬ بخش هر مدل و است سازگار متناهیاً (زیرا است مدل دارای T ′ که شود مͬ نتیجه فشردگͬ ی قضیه از

است: زیر ͬ های ویژگ دارای R∗ پس گذاریم. مͬ R∗ را مدل این نام است). حقیقͬ

است. مرتب میدان ͷی •

داراست. را حقیقͬ اعداد اول مرتبه ی ͬ های ویژگ همه ی •

است. ͷکوچ بی نهایت که است ١
c

عنصر دارای رو این از و است بزرگ بی  نهایت که است c عنصر ͷی دارای •

دارند. هم حقیقͬ اعداد باشد داشته R∗ که اولͬ مرتبه ی  ͬ ویژگ هر •

ͬ کردیم. م اضافه زبان به ثابت ͷی حقیقͬ عدد هر برای است کافͬ منظور این برای .R ⊆ R∗ که یافت گونه ای به را R∗ ͬ توان م

ستاره علامت با را آن آنجا در و ببریم نااستاندارد مدل به داریم نظر در حقیقͬ اعداد در که را موجودی هر ͬ شود م طریق بدین

رسید نااستاندارد مدل در f ∗ تابع̧ به و کرد اضافه زبان به را آن ͬ توان م باشد، تابع ͷی f : R → R اگر مثال برای دهیم. نشان

داراست. را f اول مرتبه ی ͬ های ویژگ همه ی که
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بی نهایت عناصر دارای و داراست را حقیقͬ اعداد ͬ های ویژگ همه ی که دارد وجود شمارا میدان ͷی که دهید نشان .٢۶ تمرین

است. ͷکوچ بی نهایت و بزرگ

.۵۵ تعریف

µ(R∗) = {x ∈ R∗|∀y ∈ R+ |x| < y}

Fin(R∗) = {x ∈ R∗|∃y ∈ R+ |x| < y}

متناهͬ عناصر مجموعه ی را دومͬ و کوچͺها بی نهایت مجموعه ی را اول مجموعه ی است. حقیقͬ مثبت عناصر R+ از منظور

ͬ نامیم. م R∗ در

هستند. ͷکوچ بی نهایت ،ͷکوچ بی نهایت عناصر ضرب و جمع حاصل که دهید نشان .٢٧ تمرین

است: زیر صورت به R∗ در متناهͬ عنصر هر که دهید نشان .٢٨ تمرین

x∗ = x+ dx

آن و است x∗ استاندارد بخش x ͬ گوییم م ͬ شود. م تعیین یͺتا طور به x ∈ R است ͷکوچ بی نهایت عنصر ͷی dx آن در که

بͽیرید: نظر در را زیر مجموعه ی (راهنمائͬ: دهیم. مͬ نمایش نیز st(x∗) با را

{x ∈ R|x < x∗}

بالاست.) کران کوچͺترین دارای رو، این از و کراندار، بالا از R از زیرمجموعه ای عنوان به مجموعه، این دهید نشان

داریم: R∗ در .۵۶ ∩توجه
n∈N

(٠, ١
n
) ̸= ∅

ندارد). وجود بزرگ بی نهایت کوچͺترین (یعنͬ نیست بالا کران ترین ͷکوچ دارای R∗ در N دهید نشان .٢٩ تمرین

کرد. تعریف زیر صورت به نااستاندارد آنالیز از گرفتن ͷکم با را حقیقͬ اعداد در را حد مفهوم ͬ توان م حال

حقیقͬ اعداد در صورت این در باشد تابع ͷی f : R → R کنید فرض .۵٧ قضیه

limx→af(x) = l

باشد. ͷکوچ بی نهایت |f ∗(x)− l| آنگاه باشد ͷکوچ بی نهایت |x− a| هرگاه R∗ در اگروتنهااگر

ͬ شود. م ͷکوچ بی نهایت l از f ∗ فاصله ی شود، ͷکوچ بی نهایت a از x فاصله ی هرگاه R∗ در بدانیم کنید فرض اثبات.

که این دادن نشان برای

lim
x→a

f(x) = l

دهیم نشان باید

R |= ∀ϵ > ٠∃δ > ٠ (|x− a| < δ → |f(x)− l| < ϵ)

٣٠



است. برقرار R∗ در زیر عبارت شده، گرفته نظر در ١
n
< ϵ برای

R∗ |= ∃δ > ٠ (|x− a| < δ → |f ∗(x)− l| < ١
n
) (*)

است. برقرار (*) عبارت نیز R در R∗ |= Th(R) که آنجا از پس شود. گرفته نظر در ͷکوچ بی نهایت δ که است کافͬ زیرا

است. موجود نیز R در δ نظرِ مورد عنصر پس

کنید. ثابت را بالا قضیه ی عکس جهت .٣٠ تمرین

f(x) تابع حد

lim
x→a

f(x) = l ⇔ (x ∼ a⇒ f(x) ∼ l)

باشیم: داشته R∗ در اگر تنها و اگر است پیوسته x = a در f تابع پس

x ∼ a⇒ f ∗(x) ∼ f ∗(a)

st(f(x)) = f(a) گاه آن x ∼ a اگر یعنͬ limx→a f(x) = l درواقع

نااستاندارد و استاندارد آنالیز در مشتق

استاندارد آنالیر •

f ′(a) = lim
h→٠

f(a+ h)− f(a)

h

= lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a

نااستاندارد آنالیز •
f∗(x)−f∗(a)

x−a ∼ f ′(a) آنگاه x ∼ a وقتͬ هرگاه است موجود f ′(a)

بی نهایت مقدار هر برای هرگاه است f ′(a) استانداردِ عدد آن مشتق و است مشتق پذیر a نقطه ی در f تابع دیͽر، بیان به

a در f وقتͬ که کنید دقت . dy
dx

∼ f ′(a) هرگاه: بهتر بیان به یا f؛
∗(a+dx)−f∗(a)

dx
∼ f ′(a) باشیم داشته dx ِͷکوچ

.f ′(a) = st(f
∗(a+dx)−f∗(a)

dx
) واقع در است، مشتق پذیر

است. پیوسته a در f آنگاه باشد پذیر مشتق a نقطه ی در f تابع اگر که دهید نشان .۵٨ مثال

داریم
f ∗(a+ dx)− f ∗(a)

dx
∼ f ′(a)

پس

f ∗(a+ dx)− f ∗(a) ∼ dxf ′(a)

.limx→a f(x) = f(a) یعنͬ این و است ͷکوچ بی نهایت f ∗(a+ dx)− f ∗(a) دیͽر بیان به

کنید. حساب را f ′(a) صورت این در f(x) = x٢ کنید فرض .۵٩ مثال

f ′(a) = st(
(a+ dx)٢ − a٢

dx
) = st(

dx٢ + ٢adx
dx

) = st(dx+ ٢a) = ٢a

٣١



نیست. بالا کران کوچͺترین دارای ولͬ است دار کران بالا از N ⊂ R∗ دهید نشان .٣١ تمرین

.٣٢ تمرین

است. Q∗ در عنصر ͷی به ͷنزدی بینهایت R∗ در عنصر هر که دهید نشان •

که بͽیرید نتیجه •

| Q∗ |⩾ ٢ℵ٠

| N∗ |⩾ ٢ℵ٠

دهید نشان .٣٣ تمرین

A = A∗ ⇔ است Aمتناهͬ

p که طوری به است موجود p ∈ R دهید نشان باشد. کراندار و نامتناهͬ A ⊆ R کنید فرض میانͬ). (مقدار ٣۴ تمرین

کنید. ثابت را میانͬ مقدار قضیه ی این، از استفاده با نیست. مساوی آن با ولͬ است A∗ از عنصر ͷی به ͷنزدی بینهایت

دهید قرار فشردگͬ). (قضیه ٣۵ تمرین

S = {Th(M) | است Lساختار ͷی M}

کنید تعریف است. M کامل تئوریِ Th(M) آن در که

[ϕ] = {T ∈ S | ϕ ∈ T}

است. S فشردگͬ بیانگر فشردگͬ قضیه و است S روی توپولوژی ͷی برای پایه ای [ϕ] که دهید نشان

رشته حساب ١ . ٩

L(C) زبان ͷی در جمله ها از متناهͬ مجموعه های Γ = {γ١, · · · , γm} و ∆ = {δ١, · · · , δn} کنید فرض .۶٠ تعریف

L(C) یعنͬ باشد؛ مدل دارای δ١ ∧ · · · ∧ δn → γ١ ∨ · · · ∨ γm هرگاه است مدل دارای ∆ ≻ Γ رشته ی گوییم مͬ باشد.

است همواره درست ∆ ≻ Γ رشته ͬ گوییم م .M |= δ١ ∧ · · · ∧ δn → γ١ ∨ · · · ∨ γm که طوری به باشد موجود M ساختار

باشیم داشته M ساختارِ L(C) هر ازای به هرگاه

M |= δ١ ∧ · · · ∧ δn → γ١ ∨ · · · ∨ γm

حساب سیستم (در ادامه در که قواعدی از استفاده بار متناهͬ با هرگاه است اثبات قابل ∆ ≻ Γ رشته ͬ گوییم م .۶١ تعریف

آید. دست به آیند مͬ رشته ای)
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رشته ای حساب قوانین

•

اصول
∆ ∪ {ϕ} ≻ Γ ∪ {ϕ}

•

¬چپ ∆ ≻ Γ ∪ {ϕ}
∆ ∪ {¬ϕ} ≻ Γ

•

¬راست ∆ ∪ {ϕ} ≻ Γ

∆ ≻ Γ ∪ {¬ϕ}

•

چپ ∧ ∆ ∪ {ϕ١} ≻ Γ

∆ ∪ {ϕ١ ∧ ϕ٢} ≻ Γ

•

چپ ∧ ∆ ∪ {ϕ٢} ≻ Γ

∆ ∪ {ϕ١ ∧ ϕ٢} ≻ Γ

•

راست ∧ ∆ ≻ Γ ∪ {ϕ١} ∆ ≻ Γϕ٢}
∆ ≻ Γ ∪ {ϕ١ ∧ ϕ٢}

•

∃چپ ∆ ∪ ϕ(c) ≻ Γ

∆ ∪ {∃xϕ(x)} ≻ Γ

باشد. نشده  استفاده Γ و ∆ در c ∈ C ثابتِ که صورتͬ در

•

∃راست ∆ ≻ Γ ∪ ϕ(c)
∆ ≻ Γ ∪ {∃xϕ(x)}

است. اثبات قابل زیر گزاره که دهید نشان .٣۶ تمرین

∃x∀y R(x, y) → ∀y∃x R(x, y)

رشته ی که دهید نشان دیͽر بیان به

∅ ≻ {∃x∀y R(x, y) → ∀y∃x R(x, y)}

است. اثبات قابل

باشد. درست همواره اگر تنها و اگر است اثبات قابل ∆ ≻ Γ رشته (تمامیت). ۶٢ قضیه
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اثبات قابل رشته ای اگر پس هستند. درست ساختارها L(C) همه ی در شد، نوشته بالا در که قوانینͬ که کنید دقت اثبات.

است. درست ساختارها L(C) تمام در باشد

که ͬ شود م یافت چنان M ساختارِ L(C) ͷی آنگاه باشد، اثبات قابل غیر ∆ ≻ Γ رشته ی اگر که ͬ دهیم م نشان ادامه در

ساختار در یادشده رشته ی دیͽر بیان به M؛ |= ¬γ داریم γ ∈ Γ جمله ی هر برای و M |= δ داریم δ ∈ ∆ جمله ی هر برای

نیست. درست یادشده

مجموعه های و Γ٠ = Γ و ∆٠ = ∆ دهید قرار باشد. ما اثبات غیرقابل رشته ی ∆ ≻ Γ کنید فرض

∆٠ ⊆ ∆١ ⊆ . . .

و

Γ٠ ⊆ Γ١ ⊆ . . .

رشته ی هر که طوری به بسازید گفت خواهم زیر در که گونه ای به را

∆ ≻ Γ

باشد. اثبات قابل غیر

این در که بͽیرید نظر در گونه ای به را ci ∈ C و فرمول، ͷی ϕi و ϵi ∈ {l, r} علامتهای از (ϵi, ϕi, ci) شمارش̞ ͷی

نیز آنها سه تائͬ بروز از ممͺن حالت هر و شوند ظاهر بار بی نهایت راست، و چپ  علامتهای و ثوابت و فرمولها تمامͬ شمارش

که کنید دقت همچنین کرده ام. استفاده l, r حروف از راست و چپ کلمه های جای به که کنید دقت دهد. رخ بار بی نهایت

است. امͺان پذیر بودن) شمارا (یعنͬ شمارش این همچنان

رشته ی ساختن̞ برای است. اثبات غیرقابل رشته این که ͬ دانیم م و داریم اختیار در را ∆i ≻ Γi رشته ی که کنید فرض حال

ͬ کنیم. م عمل زیر حالات از ͬͺی به بنا و ͬ کنیم م نگاه (ϵi, ϕi, ci) عنصرِ به نخست ∆i+١ ≻ Γi+١ اثباتِ غیرقابل

∆i+١ ≻ Γi+١ رشته ی صورت این در .Γi+١ = Γi∪{ϕi} و ∆i+١ = ∆i دهید قرار آنگاه ¬ϕi ∈ ∆i و ϵi = l اگر .١

شد: خواهد اثبات ∆i ≻ Γi رشته ی نقیض چپ قانونِ به بنا آنگاه شود، اثبات اگر زیرا است؛ اثبات قابل غیر

∆i ≻ Γi ∪ {ϕi}
∆i ∪ {¬ϕi} ≻ Γi

است. ∆i ≻ Γi رشته ی همان پائینͬ خط و است ∆i+١ ≻ Γi+١ رشته ی با برابر بالائͬ خط

رشته ی این نقیض راست، قانونِ به بنا .Γi+١ = Γi و ∆i+١ = ∆i ∪ {ϕi} دهید قرار آنگاه ¬ϕi ∈ Γi و ϵi = r اگر .٢

است. غیرقابل اثبات جدید

عطف چپ، قانون به بنا .Γi+١ = Γi و ∆i+١ = ∆i∪{ψ١, ψ٢} دهید قرار آنگاه ϕi = ψ١∧ψ٢ ∈ ∆i و ϵi = l اگر .٣

نیست. اثبات قابل ∆i+١ ≻ Γi+١ رشته ی

.Γi+١ = Γi ∪ {ψ١, ψ٢} و ∆i+١ = ∆i دهید قرار آنگاه ϕi = ψ١ ∧ ψ٢ ∈ Γi و ϵi = r اگر .۴

.Γi+١ = Γi و ∆i+١ = ∆i ∪ {ψ(ci)} دهید قرار آنگاه ϕi = ∃x ψ و ϵi = l اگر .۵

.Γi+١ = Γi ∪ {ψ(ci)} و ∆i+١ = ∆i دهید قرار آنگاه ϕi = ∃x ψ و ϵi = r اگر .۶
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.Γi+١ = Γi و ∆i+١ = ∆i دهید قرار نباشد، برقرار بالا حالات از هیچ کدام اگر .٧

است: زیر  ͬ ویژگ دارای شد ساخته  بالا در که ∆i ≻ Γi دنباله ی

∆٠ ≻ Γ٠ رشته ی اصل، به بنا صورت این غیر (در نداشت اشتراکͬ Γ٠ با ∆٠ زیرا ندارد؛  اشتراکͬ Γi هیچ با ∆i هیچ •

ͬ شد). م اثبات قابل

هستند: دارا را زیر ͬ های ویژگ Γ∗ و ∆∗ صورت این در .Γ∗ =
∪

Γi و ∆∗ =
∪
∆i دهید قرار حال

.∆∗ ∩ Γ∗ = ∅ •

.¬ϕ ∈ Γi آنگاه ϕ ∈ ∆i اگر •

.¬ϕ ∈ ∆i آنگاه ϕ ∈ Γi اگر •

.ϕ(c) ∈ ∆ که طوری به است موجود c ثابت آنگاه ∃xϕ ∈ ∆i اگر •

است. Γ در ϕ(c) جمله ی c ∈ C ثابتِ هر برای آنگاه ∃xϕ ∈ Γ اگر •

هستند. ∆∗ در دو هر ϕ٢ و ϕ١ آنگاه ϕ١ ∧ ϕ٢ ∈ ∆∗ اگر •

هستند. Γ∗ در ϕ٢ یا ϕ١ آنگاه ϕ١ ∧ ϕ٢ ∈ Γ∗ اگر •

در موجود جملاتِ از ͷهیچ ی ولͬ هستند برقرار ∆∗ در موجود جملات تمام آن در که کرده ام معرفͬ M ساختارِ ͷی زیر در

نیست. درست ∆٠ ≻ Γ٠ رشته ی کرد، خواهم معرفͬ که ساختاری در خاص، طور به نیست. برقرار Γ∗

کنید: تعبیر M در زیر صورت به را زبان روابط حال بͽیرید. نظر در ثوابت از C مجموعه ی همان را M ساختارِ جهان

RM(c١, . . . , cn) ⇔ R(c١, . . . , cn) ∈ ∆∗

و توابع دارای زبان که حالتͬ برای اثبات و است، شده تشͺیل روابط از تنها زبان، که کرده ام فرض اثبات، این در که کنید توجه

گرفت. نظر در رابطه ͷی عنوان به را تابع هر ͬ توان م حتͬ است. مشابه باشد، ثوابت

.M ̸|= ϕ آنگاه ϕ ∈ Γ∗ اگر و M |= ϕ آنگاه ϕ ∈ ∆∗ اگر که ͬ دهم م نشان فرمولها ساخت روی استقراء با حال

آنگاه ϕ ∈ Γ∗ اگر همچنین .M |= ϕ آنگاه ϕ ∈ ∆∗ اگر تعریف به بنا صورت این در .ϕ = R(c١, . . . , cn) اگر .١

.M |= ¬ϕ پس ¬ϕ ∈ ∆∗

برای مشابهاً .M |= ¬¬ϕ پس ¬ϕ ∈ Γ∗ آنگاه ϕ ∈ ∆∗ اگر آنگاه باشد. شده ثابت ψ برای حͺم و ϕ = ¬ψ اگر .٢

کنید. عمل ϕ ∈ Γ∗ که وقتͬ

.M |= ϕ٢ و M |= ϕ١ داریم استقرا فرض به بنا و هستند ∆∗ در دو هر ψ٢ و ψ١ آنگاه .ϕ = ψ١ ∧ ψ٢ ∈ ∆∗ اگر .٣

.M |= ¬ψ١ ∨ ¬ψ٢ رو این از و M |= ¬ψ١ پس .ψ١ ∈ Γ∗ مثلا آنگاه ϕ = ψ١ ∧ ψ٢ ∈ Γ∗ اگر .۴

ͬ کنم. م رها تمرین عنوان به را ͬ مانده باق حالت دو بررسͬ .۵
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حال این با است؛  آسان رشته ها حساب از استفاده با تمرین، این اثبات دارد. نام درونیابی ویژگͬ کرده  ام بیان زیر تمرین در آنچه

ͬ دانم. نم آن اثبات برای راهͬ من کنیم، استفاده مدل نظریه ی از بخواهیم اثبات نظریه ی جای به اگر

آمده کار به که هست میان این در مشترک زبان ͷی در اطلاعاتͬ شود، نتیجه دیͽر عبارتͬ از عبارتͬ اگر زیر، تمرین به بنا

میان را سرنخ باید کنیم، رسیدگͬ نفر دو دعوای به قاضͬ، عنوان به ͬ خواهیم م وقتͬ مثلا́ بوده اند. اضافه اطلاعات باقͬ است؛

هستند! مشترک موضوعات درباره ی که بیابیم جملاتͬ

که کنید فرض .L٢ زبانِ در جمله ͷی ψ و باشد L١ زبانِ در جمله ͷی ϕ کنید فرض .٣٧ تمرین

ϕ→ ψ

همواره دو هر ξ → ψ و ϕ→ ξ که طوری به دارد وجود L١ ∩L٢ زبانِ در ξ جمله ی ͷی که دهید نشان باشد. درست همواره

هستند. درست

Li زبان در ∆i و باشد درست همواره رشته ی ͷی ∆١ ∪ ∆٢ ≻ Γ١ ∪ Γ٢ اگر که دهید نشان ͬ تر کل طور به راهنمائͬ.

که طوری به ͬ شود م یافت L١ ∩ L٢ زبان در ξ جمله ی آنگاه باشد،

∆١ ≻ Γ١ ∪ {ξ}

و

{ξ} ∪∆٢ ≻ Γ٢

کنید. استفاده اثبات طول روی استقراء از نیز، گفته این اثبات برای هستند. درست همواره رشته های دو هر

رشته ها حساب از استفاده با فشردگͬ قضیه ی اثبات ١ . ١٠

ثابت تمامیت قضیه ی در باشد. اثبات قابل ∅ ≻ ϕ رشته ی هرگاه ،⊢ ϕ ͬ نویسیم م و است، اثبات قابل ϕ جمله ی ͬ گوییم م

که کردیم

⊢ ϕ⇔|= ϕ.

موجود فرمولهای تمام که وقت هر هرگاه T ⊢ ϕ ͬ نویسیم م و است اثبات قابل T تئوریِ اصول از استفاده با ϕ فرمول ͬ گوییم م

T در موجود اصول از آن در که باشد داشته وجود ϕ برای اثباتͬ هرگاه دیͽر، بیان به شود. اثبات نیز ϕ آنگاه شوند اثبات T در

اثباتِ در که هستند T از جمله  متناهͬ تنها اثبات پذیری، طبیعت بر بنا آنگاه T ⊢ ϕ اگر که کنید دقت است. شده استفاده

زیرمجموعه ی ͷی اگروتنهااگر T ⊢ ϕ دیͽر، بیان به دارد. مرحله متناهͬ تعریف، طبق نیز اثبات خودِ و شده اند استفاده ϕ

.∆ ⊢ ϕ که طوری به باشد موجود ∆ ⊆ T متناه̞ͬ

که دهید نشان .٣٨ تمرین

T |= ϕ⇔ T ⊢ ϕ.

ͷی هرگاه ندارد مدل T پس .T ⊢⊥ هرگاه ندارد مدل T پس مقدم). انتفاء (به T |=⊥ هرگاه ندارد مدل T تئوریِ

آن از ∆ متناهͬ زیرمجموعه ی ͷی هرگاه ندارد مدل T پس .∆ ⊢⊥ که طوری به شود یافت ∆ مانند T از متناهͬ زیرمجموعه ی

٣۶



زیرمجموعه ی هر اگروتنهااگر است مدل دارای T است: فشردگͬ قضیه ی همان شد، گفته آنچه .∆ |=⊥ که طوری به شود پیدا

باشد. مدل دارای آن از متناهͬ

صورت، این در اثباتها، طبیعت به بنا و شود؛ نتیجه آن جملات از تناقضͬ که ندارد مدل زمانͬ تئوری ͷی کوتاه تر بیان به

ͬ دهد. نم تناقض T ندهد، تناقض T از متناهͬ بخش هر اگر پس ͬ آید. م دست به T از متناهͬ بخشͬ از تناقض حتماً

اثبات قوانین که گفتیم طرفͬ از باشد. داشته وجود T جملات از استفاده با ϕ برای اثباتͬ هرگاه T |= ϕ که گفتیم

 ͬ متناه روشهای همراه به را T ریاضͬ تئوری ͷی اصول چرا ریاضͬ، کردن تولید جای به بنابراین هستند. ساده و متناهͬ

در بسازد؟ را ریاضͬ قضیه های همه ی و کند ترکیب هم با را قوانین و اصول این خود تا ندهیم رایانه ͷی به استدلال ساده ی

پرداخت. خواهیم موضوع این به درس آینده بخش

تصمیم پذیری ١ . ١١

داریم φ جمله هر برای صورت این در .M |= T که طوری به باشد کامل تئوری ͷی T و باشد ساختار L ͷی M کنید فرض

M |= φ⇔ T |= φ⇔ T ⊢ φ

تعریف هر با الͽوریتم، ͷی (یعنͬ، کرد تولید کارا روش ͷی با بتوان را T کامل̞ تئوریِ در موجود جمله های کنید فرض حال

روشهای که این به بنا صورت، این در کند). لیست را T تئوریِ جملات که باشد داشته وجود دارید، الͽوریتم برای که شهودی ای

در موجود جملات تمامͬ ͬ تواند م که داریم الͽوریتم ͷی هستند، الͽوریتم ͷی به ورود قابل رشته ها حساب روش در اثبات

داریم φ جمله ی هر برای صورت این در کند. لیست تئوری، این نتایج تمامͬ همراه به را T تئوریِ

M |= T ⇔ T ⊢ φ⇔ کند تولید را φ نظر مورد الͽوریتم

ریاضیات برای اولیه اصول سری ͷی که باشد داشته امͺان اگر ͬ شویم: م رو به رو مهم ریاضͬ ـ فلسفͬ سوال ͷی با اینجا در

که صورتͬ به نوشت

باشد کامل اصول از مجموعه این .١

باشد الͽوریتم ͷی توسط شدن لیست قابل اصول از مجموعه این .٢

هر بنابراین است. اصول این ریاضͬ نتایج تمامͬ تولید به قادر ͬ کند م تولید را ریاضیات اولیه ی اصول که الͽوریتمͬ آنگاه

کامل ما تئوری که آنجا از نباشد، اثبات قابل اگر و ͬ شود؛ م تولید اصول این توسط باشد، اثبات قابل اگر ریاضͬ در قضیه ای

نیست! ریاضیدان به نیازی و کند تولید را بشری ریاضیات تمام ͬ تواند م ماشین پس ͬ شود. م نتیجه اصول این از آن نقیض است،

است: زیر مهم قضیه ی اثبات ما هدف واقع در بپردازیم. بالا موضوع کردن روشن به ͬ خواهیم م درس ادامه ی در

کرد. تولید ((N,+, ·) ساختار برای (یعنͬ اعداد نظریه ی برای کاملͬ اصول ͬ توان نم الͽوریتمͬ هیچ با .۶٣ قضیه

مفصل تر محتوای قضیه این البته ͬ خوانند. م گودل اول ناتمامیت قضیه ی است) شده نوشته  که صورتͬ (به را بالا قضیه ی

پرداخت. خواهیم ترم پایان تا نیز قضیه این به ͬ خوانند. م گودل دوم ناتمامیت قضیه ی را آن از زیر بیان که دارد نیز را زیر

وجود φ جمله ی ͷی است، شده لیست الͽوریتم ͷی توسط که باشد اعداد نظریه ی برای تئوری ͷی T که صورتͬ در .۶۴ قضیه

.T ̸⊢ φ اما (N,+, ·) |= φ که طوری به دارد

٣٧



دهم. ارائه آن از دقیقͬ تعریف بی آنکه کرد، خواهم استفاده بسیار درس درادامه ی کارا، روش یا الͽوریتم، کلمه ی از .۶۵ توجه

اجراست. قابل برنامه نویس ماشین ͷی با که است روشͬ کارا، روش از ما تعریف فعلا́ پس

باشد: کامل که نیست نیازی لزوماً بͽیرد، تصمیم بتواند تئوری ͷی که این برای

.۶۶ تعریف

باشد داشته وجود الͽوریتم ͷی هرگاه است پذیر تصمیم T تئوری گوئیم مͬ باشد اول مرتبه تئوری ͷی T کنید فرض •

بدهد. خیر پاسخ الͽوریتم T ⊭ φ اگر و بدهد بله پاسخ الͽوریتم T |= φ اگر φ جمله هر برای که

یا M |= φ که بͽیرد تصمیم φ جمله هر برای که باشد داشته وجود الͽوریتمͬ هرگاه نامیم پذیر تصمیم را M ساختار •

.M ⊭ φ

است. تصمیم پذیر T آنگاه باشد، شده لیست کارا روش ͷی توسط که باشد کامل تئوری ͷی T اگر .٣٩ تمرین

خواهیم ناتمامیت قضایای سمت به آن از پس و ͬ شویم م آشنا حساب، از تصمیم پذیر بخش̞ چند با نخست درس، ادامه ی در

رفت.

Ns ساختارِ ١ . ١٢

و ͬ کند م بازی را طبیعͬ اعداد صفر نقش که است ثابت ͷی ٠ ساختار، این در ͬ دهیم. م نشان Ns با را (N, s, ٠) ساختارِ

است. تالͬ تابع s(x) = x+ ١

بͽیرید نظر در را زیر تئوری

Ts = {∀x s(x) ̸= ٠,

∀x (x ̸= ٠ → ∃y s(y) = x),

∀x, y (s(x) = s(y) → x = y),

∀x s(x) ̸= x,

∀x s٢(x) ̸= x,

∀x s٣(x) ̸= x,

· · · }

گنجاند. Ns برای اول مرتبه ی تئوری ͷی در توان نمͬ را زیر جمله ی خواسته ی که دهید نشان .۴٠ تمرین

∀x∃n ∈ N sn(٠) = x

که دارد وجود عنصری درآن که شماراست مدل ͷی دارای T تئوری .۶٧ لم

∀n ∈ N x ̸= sn(٠)

٣٨



تئوریِ اثبات.

T ′ = Ts ∪ {c ̸= ٠, x ̸= s(٠), x ̸= s(٠)١, x ̸= s(٠)٢, · · · , x ̸= sn(٠), · · · }

شماراست. مدلͬ دارای اسͺولم لونهایم به بنا و است، سازگار فشردگͬ به بنا رو این از و سازگار، متناهیا

که: کرد ثابت ͬ توان م آسانͬ به همچنین

است. N شامل Ts تئوری مدل هر .۶٨ لم

اعداد مجموعه ی لزوماً Ts شمارای مدل هر دارند: اشاره Ts شمارای مدلهای درباره ی عجیبی حقیقت به بالا لم دو اما

دقت دارد. وجود صفر)  متناهͬ تالͬ از غیر (یعنͬ نااستاندارد عنصری آن در که دارد شمارا مدل ͷی Ts یعنͬ نیست. طبیعͬ

با که عناصری تمام یعنͬ دارند، قرار آن استاندارد فاصله ی در که عناصری تمامͬ باشد، نااستاندارد عنصر ͷی x اگر که کنید

زنجیر Z ͷی نااستاندارد عنصر هر حول پس هستند. نااستاندارد هم باز ͬ شوند، م ایجاد x به s−١ و s تابع اعمال بار متناهͬ

دارد. وجود

دارد؟ وجود تئوری این برای ℵ٠ سایز از غیرایزومرف مدلِ چند .۴١ تمرین

است. جازم κ تئوریِ ͷی Ts تئوری κ > ℵ٠ هر برای .۶٩ قضیه

تا κ از (یعنͬ طبقه اند. κ دارای مدلها این دوی هر صورت این در باشند. تئوری این مدل دو M٢ و M١ کنید فرض اثبات.

بخش دو که f تابع ͷی توسط هم با مدل دو این طبقات از ͷهری کردن نظیر با صورت این در شده اند). تشͺیل زنجیر Z

ͬ شوند. م ایزومرف هم با ساختار دو این کند، نظیر هم به را N(M٢) و N(M١)

است. کامل تئوری ͷی T بنابراین است، جازم κ و سازگار Ts تئوری .٧٠ نتیجه

است. تصمیم پذیر ساختارِ ͷی (N, s, ٠) ساختارِ .٧١ نتیجه

روش ͷی توسط تولید قابل T نتایج̧ همه ی مجموعه ی کاراست، روش ͷی توسط تولید قابل Ts تئوری که ازآنجا اثبات.

الͽوریتمͬ توسط ساختار، این اول مرتبه ی ͬ های ویژگ همه ی است، آن مدل (N, s, ٠) و است کامل Ts که آنجا از کاراست.

ͬ شود. م تولید ͬ کند، م تولید را تئوری نتایج که

x١, . . . , xn آزادِ متغیرهای با ϕ(x١, · · · , xn) فرمول هر برای هرگاه ͬ کند م حذف را سورها T تئوری گوییم مͬ .٧٢ تعریف

که طوری به شود پیدا x١, . . . , xn آزادِ متغیرهای با ψ(x١, · · · , xn) سور بدون فرمولِ ͷی

T ⊢ ∀x١, · · · , xn (ϕ(x١, · · · , xn) ↔ ψ(x١, · · · , xn)).

فرمولِ حقیقͬ اعداد میدان در دیده اید: دبیرستانͬ ریاضیات در را فرمول ͷی برای سور بدون معادل آشنای مصداق ͷی

ϕ(a, b, c) : ∃x ax٢ + bx+ c = ٠

است: زیر فرمول با معادل

((b٢ − ۴ac ≥ ٠) ∨ (a = b = c = ٠))).

٣٩



این در باشد، سور بدون معادل دارای T به نسبت زیر صورت به فرمول هر که باشد گونه ای به T تئوری کنید فرض .٧٣ لم

کند. مͬ حذف سورهارا T تئوری صورت

∃x(β١ ∧ · · · ∧ βn) اتمͬ) نقیض یا اتمͬ βi(x, y١, . . . , yn))

صورت به φ فرمول کنید فرض سورند. بدون معادل دارای فرمول ها همه ی که ͬ دهیم م نشان ترمها ساخت روی استقرا با اثبات.

داشته سور بدون معادل ψ٢ و ψ١ کنید فرض است. سور بدون معادل دارای φ صورت این در باشد، R(t١, ..., tn) و t١ = t٢

معادل دارای نیز هستند) ψو٢ψ١ سور بدون معادل های ψ′
′ψو٢

١ آن در (که ψ١ ∧ ψ٢ ≡ ψ
′
١ ∧ ψ

′
٢ صورت این باشند.در

است. سور بدون معادل دارای نیز ¬φ آنگاه باشد، سور بدون معادل دارای φ اگر که است واضح همچنین است. سور بدون

است: سور بدون ψ′ که جا آن از ∃x ψ ≡ ∃x ψ
′︸︷︷︸

سور بدون

صورت این در باشد، سور بدون معادل دارای ψ کنید فرض حال

ψ
′
= (β١

١ ∧ · · · ∧ β١
n)︸ ︷︷ ︸

χ١

∨... ∨ (βm١ ∧ · · · ∧ βmn) عطفͬ) نرمال (صورت

ͬ شود. م حذف زیر، مشاهده ی به بنا سور، نیز حالت این در پس

.٧۴ مشاهده

∃x(p(x) ∨ q(x)) ⇔ ∃xp(x) ∨ ∃xq(x)

پس

∃xψ′ ⇔ (∃xχ١) ∨ ... ∨ (∃xχm)

باشند. مͬ سور بدون معادل دارای بالا های فرمول تک تک

ͬ گذارد: م را زیر تأثیر تئوری، ͷی مدلهای جبر روی سور حذف

مدل دو مشترک (زیرساختار A ⊆ M١,M٢ و M١,M٢ |= T و کند حذف را سورها T تئوری کنید فرض .٧۵ مشاهده

داریم ā ∈ A هر برای صورت این در باشد. دلخواه فرمول ͷی φ و فوق)

M١ |= φ(a) ⇔ M٢ |= φ(a)

کنید. اثبات را فوق مشاهده ی .۴٢ تمرین

ͬ کند. م حذف را سورها Ts .٧۶ قضیه

صورت به فرمول های قبل) لم (مشابه است کافͬ قضیه این اثبات برای اثبات.

∃x(β١ ∧ · · · ∧ βn) اتمͬ) نقیض یا اتمͬ βi)

دارند. سور بدون معادل که شویم مطمئن و کنیم بررسͬ را

۴٠



هستند: زیر صورتهای از ͬͺی به ͬͽهم تئوری این زبان در (x١, ..., xn متغیرهای (با اتمͬ نقیض و اتمͬ های فرمول

sm٠ = sn٠

smxi = snxj

smxi = xj

smxi = sn٠

هستیم: مواجه زیر صورت به معادلات از دستگاهͬ با پس .x+ n = m ͬ نویسیم م sn(x) = sm٠ جای به تسامح، با

∃x


{x+ nj = xj +mj}j=١,...,k

...

بالا فرمولهای نقیض صورت در فرمول چند و

فرمولِ مثلا́ باشد، تساوی دارای فرمول ͷی شامل بالا دستگاه اگر

x+m = y + n

صورت به مثلا باشد، آن در

∃x (x+m = y + n) ∧ ψ(x, ȳ)

است: زیر سور بدون فرمول با معادل بالا فرمول آنگاه باشد،

ψ(y + n−m)

مناسب عباراتͬ با طرفین کردن جمع با است، معادلات از مجموعه ای خود ψ که آنجا از اما نداریم، منفͬ نماد زبان، در چند هر

برسیم. اصلͬ زبان در سور بدون فرمول به ͬ توانیم م

صورت به را دستگاه ͬ توان م طبیعͬ، اعداد کردن زیاد و کم با صورت، این در نباشد؛ تساوی شامل بالا دستگاه کنید فرض

نوشت: زیر

∃x{x ̸= uj(y١, . . . , ym)}j=١,...,k

فرمول با معادل بالا، فرمول پس است. حل قابل یادشده دستگاه هستند نامتناهͬ T مدلهای که آنجا از صورت دراین باشد،

است. x = x سورِ بدون

است متناهͬ یا شود، تعریف (N, s, ٠) ساختارِ در ϕ(x) فرمولِ ͷی توسط که N زیرمجموعه ی هر که دهید نشان .۴٣ تمرین

است؟ صادق آن درباره ی گفته این آیا باشد، Ts از دلخواه مدل ͷی M اگر متمم متناهͬ. یا

زبان این در ϕ(x, y) فرمولِ هیچ یعنͬ نیست. تعریف قابل (N, s, ٠) ساختار در طبیعͬ اعداد ترتیب که دهید نشان .۴۴ تمرین

که طوری به ندارد وجود

{(x, y) ∈ N٢|x < y} = {(x, y) ∈ N٢|φ(x, y)}

۴١



نیست. متناهͬ اصل بندی دارای Ts که دهید نشان .۴۵ تمرین

سور، حذف به بنا باشد. جمله ͷی φ کنید فرض ͬ کند. م فراهم Ts تئوریِ بودن کامل برای دیͽری اثبات بالا، سور حذف

به فرمولهایی از فصلهائͬ و عطف صورت به ندارد، آزادی متغیر هیچ که آنجا از و است سور بدون معادل ͷی دارای جمله این

آنهاست: نقیض یا زیر صورت

sm٠ = sn٠

ͬ کند. م تصمیم گیری را بالا فرم به فرمولهای غلطͬ یا درستͬ سادگͬ به تئوری

Nl ساختارِ ١ . ١٣

ساختارِ به بخش این در

Nl = (N,+, ٠, <)

است. حساب از بزرگتری بخش حاوی Nl ساختارِ پس نبود، تعریف قابل Ns ساختارِ در ترتیب که کنید دقت پرداخته ایم.

بͽیرید نظر در زیر صورت به را Tl تئوری

∀y (y ̸= ٠ → y = s(x))

∀x, y x < s(y) → x ≤ y

∀x¬(x < ٠)

∀x, y (x < y ∨ y < x ∨ x = y)

∀x, y (x < y → y < x)

∀x, y, z (x < y ∧ y < z → x < z)

است. صعودی اکیدا تابع ͷی s که ͬ شود م نتیجه Tl از که دهید نشان .۴۶ تمرین

ͬ کند. م راحذف سورها Tl .٧٧ قضیه

و اتمͬ های فرمول از عطفͬ φ آن در که ∃x(φ(x, y١, · · · , yn)) صورت به فرمولهای که دهیم نشان است کافͬ اثبات.

است: زیر صورت به اتمͬ های فرمول کلͬ صورت هستند. سور بدون معادلͬ دارای است، اتمͬ نقیض

x < t(y, . . . , yn)

x = t(y١, . . . , yn)

باشد.) نیز − علامت شامل است ممͺن (که است زبان در ترمͬ t آنها در که

۴٢



است: زیر صورتهای از ͬͺی به معادله چندین نظر مورد فرمول کلͬ شͺل پس

∃x

({x = ti(y١, . . . , yn)

x ̸= ti(y١, . . . , yn)

{x+ ni < yi +mi

{ui(y١, . . . , yn) < x < ti(y١, . . . , yn)

است. شده استفاده هم منفͬ علامت از ti در هم باز که

زیرا ندارند. وجود ̸= حاوی فرمولهای کرد فرض ͬ توان م

Tl ⊢ x ̸= y ↔ (x < y ∨ y < x)

هستند. = و > و < نمادهای دارای تنها اتمͬ فرمولهای که کرد فرض توان مͬ پس

دادن قرار با راحتͬ به نظر مورد سور بدون معادل باشد داشته وجود x = t(y١, . . . , yn) تساویِ بالا معادلات در اگر

ͬ آید. م دست به دیͽر معادلات در x جای به t(y١, . . . , yn)

بالایی حدود بیانگر نظر مورد فرمول صورت این در ندارد. وجود شده یاد های فرمول در تساوی علامت که کنید فرض

بالا های کران مینیموم از پایین های کران ماکزیمم کند بیان که است فرمولͬ با معادل φ فرمول این است.در x برای پایینͬ و

است. کمتر

ببریم. بین از را منفͬ علامت ظهورهای تمام مناسب، اعداد با عبارتها کردن جمع با که ͬ شود م کامل زمانͬ اثبات

است. کامل Tl تئوری .٧٨ نتیجه

همچنین و است سور بدون معادل ͷی دارای φ شد، گفته آنچه به بنا باشد. L(Tl) زبان در جمله ͷی φ کنید فرض اثبات.

است: زیر صورت به فرمولهای از فصلͬ و عطف پس ندارد. آزادی متغیر هیچ

sn(٠) < sm(٠)

که دید ͬ توان م راحتͬ به اما

TL ⊢ ٠ < ١ < ٢ < ٣ < · · ·

بͽیرد. تصمیم φ خودِ به نسبت نتیجه در و φ زیرفرمولهای به نسبت تواند مͬ Tl تئوری پس

است. پذیر تصمیم (N, s, ٠, <) ساختار .٧٩ نتیجه

است. کامل و ͬ شود م تولید کارا صورت به Tl که ͬ شود م نتیجه این از حͺم اثبات.

آن متمم یا است متناهͬ یا باشد پذیر تعریف (N, s, ٠, <) ساختار در که N از مجموعه زیر هر که دهید نشان .۴٧ تمرین

است؟ درست نیز N |= Tl مدلِ هر برای گفته این آیا است. متناهͬ

۴٣



طوری به ندارد وجود ϕ(x, y, z) فرمولِ هیچ یعنͬ نیست. تعریف قابل (N, s, ٠, <) ساختار در طبیعͬ اعداد جمع .٨٠ نتیجه

که

{(x, y, z) ∈ N٣|x+ y = z} = {(x, y, z) ∈ N٣|φ(x, y, z)}

صورت این در باشد داشته وجود بالا فرمول کنید فرض اثبات.

X = {x|∃y y + y = x}

است. متناهͬ N−X نه و است متناهͬ X نه اما است تعریف پذیر مجموعه ͷی

کنید. بررسͬ را Tl جازمیتِ .۴٨ تمرین

پرسبرگر حساب ١۴ . ١

تعریف پذیر محمولهای زبان به کار راحتͬ برای .(N,+, s) ساختار یعنͬ پرداخته ایم؛ طبیعͬ اعداد جمعͬ ساختار به بخش این در

که را این نظرمان مورد تئوری به و ͬ کنیم م اضافه را ≡n

x ≡n y ↔ ∃z z + . . .+ z︸ ︷︷ ︸
nبار

= x− y

ͬ نامیم. م پرسبرگر حساب را آن و ͬ دهیم م نشان Npr با را (N,+, {≡n}n∈N, s, ٠) ساختار

بنویسید. زیر زبان با پرسبرگر حساب برای تئوری ͷی .۴٩ تمرین

Npr = (N,+, ·, <,≡٣≡,٢, ...)

تمرین به کردیم؛ اضافه سور حذف آوردن دست به برای را هم نهشتͬ محمولهای دهید. نشان Tpr با را بالا تمرین تئوری

کنید: دقت زیر

زیر M1 که طوری به دارند وجود Th(N,+, ٠, s, <) برای M١,M٢,M٣ استاندارد نا مدل سه دهید نشان .۵٠ تمرین

فرمول که بͽیرید نتیجه است. فرد M٣ در و است زوج M٢ در که دارد وجود a ∈ M١ عنصر و است M١,M٢ ساختار

نیست. سور بدون معادل دارای بودن فرد یا زوج بیانگر

ͬ کند. م حذف را سورها TPr تئوری .٨١ قضیه

است: زیر صورت به t(x̄) ترمهای کلͬ صورت اثبات.

x١ + x١ + · · ·+ x١︸ ︷︷ ︸
nبار

= nx١

nx١ + · · ·+ nxk + nk+١

۴۴



هستند: زیر صورت به اتمͬ نقیض و اتمͬ فرمولهای

t١ = t٢

t١ ̸= t٢

R(t١, · · · , tn)

R(t١, · · · , tn)

nx+ ny١ + · · ·+ nyk + nk+١

nx
m≡ t(y١, · · · , yn)

فرمول های جای به

t١ ̸= t٢

nx
m

̸≡ t(y١, · · · , yn)

از

t١ > t٢∨
٠<l<m

nx
m≡ t(y١, · · · , yn) + l

یا

t١ < t٢∨
٠<l<m

nx
m≡ t(y١, · · · , yn) + l

داشت. راخواهیم زیر موارد نیز همنهشتͬ معادلات مورد در میͺنیم. استفاده

{nx mi≡ t(y١, · · · , yn)}i=١,··· ,k =



nx
m١≡ t(y١, · · · , yn)

nx
m٢≡ t(y١, · · · , yn)

·

·

·

nx
mk≡ t(y١, · · · , yn)

است. زیر صورت به هستیم آن سور بدون معادل دنبال به که فرمولͬ کلͬ صورت بنابراین

∃x
∧

x
mi≡ ti ∧

∧
ui < x < ti ∧

∧
x = w(y١, · · · , yn)

که x+H آنگاه باشد، زیر دستگاه برای جوابی x اگر که کنید توجه ندارد. وجود فوق فرمول در تساوی که کرد فرض ͬ توان م

است. دستگاه این برای جوابی نیز است ها mi ک م م H درآن

∃x u(y١, · · · , yn) < x < t(y١, · · · , yn) ∧
∧

x
mi≡ ti

۴۵



معادل صورت این در باشد، نداشته {u, u + ١, · · · , u +H} مجموعه در جوابی زیر مجموعه در دستگاه این اگر این بنابر

بود. خواهد زیر صورت به آن سور ∨بدون
(u+ i

mi≡ ti)

درگیری علت به نیز اینجانب است. شده داده تحویل من به دیر بسیار و شده تایپ ناقص جلسه این جزوه ی متاسفانه .٨٢ توجه

است. دانشجو عهده ی بر استدلالها کردن دقیق ندارم. را آن تعمیر برای وقت زیاد خیلͬ

است. کامل تئوری ͷی Tpr .٨٣ نتیجه

است. ψ سور بدون معادل دارای صورت این در باشد جمله ͷی ϕ کنید ∧∨فرض
(m١

k١≡ n١,m١ < n١)

ͬ  شود. م اثبات (Tpr) تئوری این در نقیضش یا خودش یا فوق صورت به جمله هر بنابراین

پذیراست  .  تصمیم Tpr تئوری .٨۴ نتیجه

نشان ( X = {x | ϕ(x)} ) باشد. پذیر تعریف  X ⊆ Npr = (N,+·, ٠, s, <,≡٣≡,٢, · · · ) کنید فرض .۵١ تمرین

است. تناوبی سرانجام X که دهید

∃M,P ∈ N (∀x > M x ∈ X ↔ x+ P ∈ X)

نیست. تعریف قابل ضرب Npr ساختار در .٨۵ نتیجه

{(x, y, z) | x× y = z} ̸= {(x, y, z) | ϕ(x, y, z)}

فرمول باشد، تعریف قابل ضرب اگر اثبات.

ψ(x) : ∃y y × y = x︸ ︷︷ ︸
ϕ(x)

ͬ کند. م تعریف را زیر مجموعه ی

{x ∈ N | ϕ(x)} = {١٢, ٢٢, ٣٢, · · · }

نیست. تناوبی مجموعه این اما

۴۶



طبیعͬ اعداد ضربی و جمعͬ ساختار ١۵ . ١

است: زیر ساختار به پرداختن درس ادامه ی در هدفمان

NE = (N, ٠, s, <,+, ·, exp)

.exp(x, y) = xy آن در که

تعریف قابل همه exp تابع >و رابطه ی و s تابع̧ و {٠} تک عضویِ مجموعه ی (N,+, ·) ساختارِ در که دهید نشان .۵٢ تمرین

باشد). داشته درس بیشتر بردن پیش به نیاز شاید exp تابع تعریف به مربوط (قسمت هستند

کار به راحتͬ برای حال، این با ͬ دهد. م رخ نیز (N,+, ·) ساختارِ در همه داریم NE ساختارِ در آنچه بالا، تعریف به بنا

ͬ داریم. م نگه زبان در را اضافه نمادهای این همچنان فرمولها، گیری

جمله ی از مهمͬ مفاهیم درباره ی بتواند تئوری این باید باشد، تصمیم پذیر تئوریِ ͷی دارای NE ساختار اگر که کنید دقت

هستند جواب دارای طبیعͬ اعداد در ͬ ای دیوفانت معادلات چه که بͽیرد تصمیم یادشده تئوری باید بͽیرد: تصمیم فرما قضیه ی

است: زیر قضیه ی به پرداختن درس ادامه ی در ما هدف نیستند. جواب دارای معادلاتͬ چه و

نیست. تصمیم پذیر یادشده ساختار واقع در است. ناکامل شود، نوشته NE ساختارِ برای که کارائͬ تئوریِ هر .٨۶ قضیه

ثابت آن درباره ی دارد، نام گودل ناتمامیت قضیه ی که را، بالا حͺم و ͬ گیریم م نظر در TE نام به طبیعͬ تئوری ͷی فعلا́

است. برقرار بالا حͺم هم باز کنیم، غنͬ را TE تئوری که هم چقدر هر که داد خواهیم نشان ͬ کنیم. م

TE تئوریِ

ͬ نامیم: م TE را زیر اصول مجموعه ی

∀x sx ̸= ٠ .١

∀x, y (sx = sy → x = y) .٢

.∀x, y (x < sy → x ≤ y) .٣

∀x x ̸< ٠ .۴

∀x, y (x < y ∨ x = y ∨ y < x) .۵

∀x x+ ٠ = x .۶

.∀x, y (x+ sy = s(x+ y)) .٧

∀x x× ٠ = ٠ .٨

∀x, y x× sy = x× y + x .٩

∀x x٠ = s٠ .١٠

۴٧



∀x, y (xsy = xy × x) .١١

که طوری به است موجود n ِ طبیعͬ عدد t آزادِ متغیر بدون ترم هر برای .٨٧ لم

TE ⊢ t = sn٠

یعنͬ باشد، درست t١, t٢ ترمهای برای حͺم اگر ترم ها. ساخت روی استقراء با اثبات.

TE ⊢ t١ = m١ TE ⊢ t٢ = m٢

صورت، این در

TE ⊢ t١ + t٢ = m+ n

است. برقرار نیز توان و ضرب شامل ترمهای برای همین مشابه

.۵٣ تمرین

صورت این در که دهید نشان .NE |= τ که طوری به باشد سور بدون جمله ی ͷی τ که کنید فرض .١

TE ⊢ τ.

که دهید نشان .NE |= τ که طوری به باشد وجودی جمله ی ͷی τ که کنید فرض .٢

TE ⊢ τ.

و TE تئوریِ که الͽوریتمͬ توسط جمله این است، درست طبیعͬ اعداد در که باشد وجودی جمله ی ͷی τ اگر بالا، تمرین به بنا

خواهد چه الͽوریتم آن نباشد،  درست طبیعͬ اعداد مورد در τ وجودیِ جمله ی اگر اما ͬ شود. م تولید ͬ کند، م تولید را را آن نتایج

کاویده ایم. زیر در را الͽوریتم شهودی مفهوم بیشتر کمͬ پرسش، این به دادن پاسخ از پیش کرد؟

۴٨



٢ فصل

بدرفتاریها و ناتمامیت

چرچ تـِزِ ٢ . ١

ͬ کند: م برقرار رابطه زیر ترمینولوژی دسته  دو میان است شهودی قضیه ی ͷی چرچ، ت˼زِ

محاسبه پذیر کاراشمارش پذیر، طور به تصمیم پذیر، اول دسته ی

بازگشتͬ شمارش پذیر، بازگشتͬ طور به بازگشتͬ، دوم دسته ی

اول دسته ی

که شهودی ای تعریف هر (با الͽوریتم ͷی هرگاه است، تصمیم پذیر مجموعه ی ͷی A که ͬ گوییم م .A ⊆ Nn که کنید فرض

مشخص الͽوریتم این (a١, . . . , an) ∈ Nn تائ̞ͬ n هر برای که طوری به باشد موجود باشیم) گرفته نظر در الͽورتیم برای

در چندتائͬ این اگر ͬ گیرد، م را (a١, . . . , an) چندتائͬ ما الͽوریتم دیͽر، بیان به خیر. یا (a١, . . . , an) ∈ A آیا که کند

و شماراست رایانه ای الͽوریتمهای تعداد که کنید دقت ͬ دهد. م خیر پاسخ نباشد، اگر و ͬ دهد م بله پاسخ باشد، A مجموعه ی

هستند. غیرتصمیم پذیر که دارد وجود طبیعͬ اعداد از زیادی زیرمجموعه های پس ناشمارا، طبیعͬ اعداد زیرمجموعه ی تعداد

A اعضای تمام که باشد داشته وجود الͽوریتمͬ هرگاه ͬ نامیم م شمارش پذیر کارا طور به مجموعه ی ͷی را A مجموعه ی

کند. چاپ لیست ͷی صورت به را

است. شمارش پذیر کارا طور به آنگاه باشد، تصمیم پذیر A ⊆ Nn اگر که دهید نشان .۵۴ تمرین

A مجموعه ی در تائͬ n این اگر باشد. تائͬ n ͷی (a١, . . . , an) و باشد پذیر شمارش کارا طور به A که کنید فرض

به A اگر پس ͬ دهد. م قرار لیست در را عنصر این مرحله متناهͬ از پس ͬ کند، م لیست را A اعضای که الͽوریتمͬ آنگاه باشد،

A در عنصر این اگر (a١, . . . , an) عنصر هر برای که کرد تنظیم گونه ای به را الͽوریتم ͬ توان م باشد، پذیر شمارش کارا طور

منتظر چه هر شاید نیست، A در نظر مورد عنصر که ندانیم اگر که اینجاست مشͺل بدهد. بله پاسخ و بایستد الͽوریتم باشد،

را نظر مورد الͽوریتم واقع در ͬ کند. نم چاپ را عناصری چه الͽوریتم که ͬ دانیم نم پیش از چون باشد؛ بیهوده شویم الͽوریتم

باشد. A در ما نظر مورد عنصر اگروتنهااگر ͬ شود م متوقف که کرد تبدیل الͽوریتمͬ به تغییر کمͬ با ͬ توان م

۴٩



به است. بزرگتر تصمیم پذیر مجموعه های کلاس از شمارش پذیر، کارا طور به مجموعه های کلاس که دهید نشان .۵۵ تمرین

نباشد. تصمیم پذیر که کنید معرفͬ شمارش پذیر کارا طور به مجموعه ی ͷی دیͽر، بیان

پس باشد. تصمیم پذیر Nn از زیرمجموعه  ͷی عنوان به هرگاه ͬ نامیم م محاسبه  پذیر رابطه ی ͷی را R ⊆ Nn رابطه ی

دقیقاً تعیین بدهیم، بدان را (a١, . . . , an) چندتائͬ وقتͬ که باشد داشته وجود الͽوریتمͬ هرگاه است محاسبه پذیر R رابطه ی

نه. یا هست R رابطه ی در چندتائͬ این آیا که کند

که را عناصری تمام که باشد داشته وجود الͽوریتمͬ هرگاه ͬ نامیم م شمارش پذیر کارا طور به را R رابطه ی مشابه، طور به

کند. چاپ هستند، رابطه در هم با

(یا محاسبه پذیر تابع ͷی را f : Nn → N تابع̧ ͬ کند: م پیدا جذابی پیچیدگͬ موضوع ͬ شود، م کشانده توابع به بحث وقتͬ

را f(a١, . . . , an) بدهیم، آن به را (a١, . . . , an) عنصر هرگاه که باشد داشته وجود الͽوریتم ͷی هرگاه ͬ نامیم م تصمیم پذیر)

هستند. محاسبه پذیر توابعͬ ضرب، و جمع توابع مثال، برای برگرداند. ما به

کمͬ (و مهم نکته ی همچنین است. محاسبه پذیر تابع ͷی بˀردِ واقع در شمارش پذیر کارا طور به مجموعه ی هر بنابراین

داریم: را زیر تمرین گیج کننده ی)

اگروتنهااگر باشد تصمیم پذیر رابطه، ͷی عنوان به f تابع̧ اگروتنهااگر است محاسبه پذیر تابع، ͷی عنوان به f تابع̧ .۵۶ تمرین

باشد. شمارش پذیر کارا طور به رابطه، ͷی عنوان به f تابع̧

دوم دسته ی

اعداد برای سازگار جمله) متناهͬ دارای (یعنͬ متناهͬ تئوری ͷی در نمایش قابل هرگاه ͬ نامیم م بازگشتͬ را R ⊆ Nn رابطه ی

ϕ(x١, . . . , xn) فرمولِ ͷی همراه به T سازگارِ متناه̞ͬ تئوری ͷی گاه هر دیͽر، بیان به باشد؛ {٠, s} شامل زبانͬ در طبیعͬ

(a١, . . . , an) ∈ Nn هر برای که طوری به باشیم داشته

.T ⊢ ¬ϕ(sa١٠, . . . , san٠) یا T ⊢ ϕ(sa١٠, . . . , san٠) یا .١

.T ⊢ ϕ(sa١٠, . . . , san٠) اگروتنهااگر است برقرار R(a١, . . . , an) .٢

باشد: زیر صورت به هرگاه ͬ نامیم م شمارش پذیر بازگشتͬ طور به را R رابطه ی

R = {ā|∃b (ā, b) ∈ Q}

است. بازگشتͬ رابطه ی ͷی Q آن در که

دارد؟ فرقͬ چه آن قابل تعریف بودن با رابطه ͷی بودن نمایش پذیر .۵٧ تمرین

تزچرچ

بازگشتͬ تعریف قابل مفهوم با معادل تصمیم پذیری شهودیِ مفهوم چرچ تز به بنا نیست. ریاضͬ دقیق قضیه ی ͷی چرچ تز

بالاست. در بودن

بازگشتͬ همان بودن تصمیم پذیر که این اثبات اما (چرا؟) است؛  ساده است تصمیم پذیر بازگشتͬ، رابطه ی ͷی که این اثبات

آسان گفته این اثبات تورینگ، ماشین های مثلا́ تصمیم پذیری، آشنای مدلهای برای حال،  این با است. بی معنͬ تقریباً است، بودن

۵٠



ادامه ی در ͬ کنیم. م فرض درست را چرچ تز فعلا́، گشت. خواهیم باز دوباره درس از دیͽری بخش در مطالب این به است.

کرده ایم. معطوف TE تئوریِ به را توجه مان درس

TE تئوری در درس  ادامه ی

(a١, . . . , am) ∈ Nm mتائ̞ͬ هر برای هرگاه ͬ شود م معین طبیعͬ اعداد TEدر تئوریِ ,ϕ(x١توسط . . . , xm) فرمولِ .٨٨ تعریف

.TE ⊢ ¬ϕ(sa١٠, . . . , sam٠) یا TE ⊢ ϕ(sa١٠, . . . , sam٠) یا

.٨٩ قضیه

ͬ شوند. م معین طبیعͬ اعداد در TE توسط اتمͬ فرمولهای .١

ͬ شوند. م معین طبیعͬ اعداد در نیز ϕ→ ψ و ¬ϕ فرمولهای شوند، معین طبیعͬ اعداد در ψ و ϕ اگر .٢

هستند: معین طبیعͬ اعداد در نیز زیر فرمولهای آنگاه باشد، معین طبیعͬ اعداد در ϕ اگر .٣

∀x (x < y → ϕ)

∃x (x < y ∧ ϕ)

صورت (به f تابع̧ نماینده ی ϕ(x١, . . . , xm+١) فرمولِ ͬ گوئیم م باشد. تابع ͷی f : Nm → N کنید فرض .٩٠ تعریف

باشیم داشته a١, . . . , am ∈ N هر برای هرگاه است رابطه ای) صورت به نه و تابعͬ

TE ⊢ ∀xm+١
(
ϕ(sa١٠, . . . , sam٠, xm+١) ↔ xm+١ = sf(a١,...,am)٠

)
خاص: طور به هستند؛ فرمولها توسط نمایش قابل ͬ آیند، م دست به زبان ترمهای توسط که توابعͬ که دید ͬ توان م راحتͬ به

.٩١ لم

است. فرمول ͷی توسط نمایش قابل طبیعͬ) اعداد (روی تالͬ تابع •

است. فرمول ͷی توسط نمایش قابل طبیعͬ) اعداد (روی ثابت تابع هر •

هستند: نمایش قابل زیر توابع یعنͬ تصویر، توابع، •

f(a١, . . . , am) = ai

هستند. نمایش قابل توان، و ضرب و جمع توابع •

f = g(h١, . . . , hn) آنگاه باشند، نمایش قابل mموضعͬ ,h١توابع . . . , hn و باشد نمایش قابل nموضعͬ تابع ͷی g اگر •

است. نمایش قابل
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باشیم داشته و باشد نمایش قابل g موضعͬ m+ ١ تابع̧ که کنید فرض •

∀a١, . . . , am ∃b g(a١, . . . , am, b) = ٠

است: نمایش قابل ͬ شود، م تعریف زیر صورت به که f موضعͬ m تابع̧ صورت این در

f(a١, . . . , am) = min{b|g(a١, . . . , am, b) = ٠}.

صورت به را f (تابع

f(ā) = µb[g(ā, b) = ٠]

ͬ دهیم). م نشان

دنباله ها ک͒دهای نمایش پذیری برای لازم لمهای ٢ . ٢

و اجتماع تحت نمایش پذیر روابط کلاس است. نمایش قابل باشد، تعریف قابل سور بدون NE در که رابطه ای هر .١

هستند: نمایش قابل نیز زیر رابطه ی دو باشد، نمایش قابل R اگر است. بسته متمم گیری و اشتراک

{(ā, b)|∀c < b (ā, c) ∈ R}

{(ā, b)|∃c < b (ā, c) ∈ R}.

باشد. نمایش قابل آن مشخصه ی تابع اگر اگروتنها است نمایش قابل R رابطه ی .٢

است: نمایش قابل زیر رابطه ی آنگاه باشند، نمایش قابل تابع دو f, g و باشد نمایش قابل R رابطه ی اگر .٣

{ā|(f(ā), g(ā)) ∈ R}.

است: نمایش قابل زیر رابطه ی باشد، نمایش قابل R اگر .۴

{(a, b)|∃c ≤ b (a, c) ∈ R}.

است: نمایش قابل زیر، رابطه ی یعنͬ کردن، عاد رابطه ی .۵

R = {(a, b) : a|b}

است. نمایش قابل اول اعداد مجموعه ی .۶

اول a < b هرگاه ͬ نامیم م اول مجاور جفت ͷی را (a, b) (زوج است. نمایش قابل اول، مجاور جفتهای مجموعه ی .٧

باشد). نداشته وجود اولͬ عدد هیچ a, b بین و باشند

پس ͬ دهیم. م نشان pa با را اول عدد امین a + ١ است. نمایش قابل ͬ برد م اول عدد اُمین n + ١ به را a که تابعͬ .٨

.p٠ = ٢, p١ = ٣, . . .
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و باشد اول عدد ͷی b اگروتنهااگر pa = b که کنید دقت داریم. اعدادی نظریه ی مشاهده ی ͷی به نیاز نخست اثبات.

بنویسیم: زیر صورت به حاصلضربی که هرگاه

pa × قبلͬ اول ١−aعدد × آن از قبل اول ٢−aعدد × . . .× ٢k

ͬ کنیم: م عمل زیر صورت به مربوطه فرمول یافتن برای باشد. صفر با برابر حاصلضرب این در ٢ توان آنگاه

است: زیر ͬ های ویژگ دارای c = ٢٠٣١ . . . ba عدد صورت این در .pa = b که کنید فرض

.c < ba
٢ (آ)

.ba+١ ̸ |c و ba|p (ب)

صورت این در باشد، r از قبل اول عدد q و r ≤ b طوری به باشد اول عدد ͷی r اگر (ج)

qj|c⇔ rj+١|c.

.٢ ̸ |c (د)

است: زیر صورت به عدد آن کند، برآورده را بالا سه گانه ی شرطهای که باشد داشته وجود c عدد ͷی اگر طرفͬ از

c = (٢٠٣١ . . . ba)× بزرگتر اول اعداد برخͬ از توانهائͬ

است. اول عدد امین a+ ١ با برابر b پس است. a با برابر آن در b توان یعنͬ

در نوشتن قابل شرایط این و باشد؛ داشته وجود بالا شرایط با c عدد اگروتنهااگر pa = b شد، گفته آنچه بر بنا

هستند. اول مرتبه ی زبان ͷی

آن در که است، نمایش قابل ͬ برد م ⟨a٠, . . . , am⟩ به را (a٠, . . . , am) که تابعͬ ،m هر برای .٩

⟨a٠, . . . , am⟩ =
∏
i≤m

pai+١
i

به بنا اول اعداد این یافتن باشد. ام ai+١ اول اعداد حاصلضرب با برابر b هرگاه f(a١, . . . , an) = b داریم اثبات.

است. ممͺن قبل قسمت

است: نمایش قابل ͬ شͺند م را کدها که تابعͬ .١٠

((⟨a١, . . . , am⟩), b)
f7→ ab b ≤ m

ͬ دهیم. م نشان (⟨ā⟩)b صورت به راحتͬ، برای را بالا تابع

را x آن از بعد توان که جائͬ اولین یعنͬ ͬ کند؛ م عاد را x که ام b + ١ اول عدد از توانͬ با است برابر f(x, b) اثبات.

نکند. عاد
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است: نمایش قابل زیر، مجموعه ی یعنͬ دنباله ها، کدهای همه ی مجموعه ی .١١

A = {⟨a٠, . . . , am⟩|m ≥ −١}

کرده ایم: تعریف آن در که

⟨⟩ = ١.

که باشند موجود آنها از توانهائͬ و x از کمتر اول اعداد یعنͬ باشد؛ دنباله ͷی کد x اگروتنهااگر x ∈ A اثبات.

شود. x با برابر حاصلضربشان

است: نمایش قابل کدها، کننده ی محدود تابع .١٢

(⟨a٠, . . . , am⟩, b) 7→ ⟨a٠, . . . , ab−١⟩ b ≤ m+ ١

عدد pb از کوچͺتر اول اعداد از توانͬ هر است: زیر ویژگͬ دارای که n عدد کوچͺترین با است برابر f(⟨ā⟩, b) اثبات.

ͬ کند. م عاد را n اگروتنهااگر ͬ کند م عاد را ⟨a⟩

است: نمایش قابل ͬ دهد م را کدها طول که تابعͬ .١٣

lh(⟨a٠, . . . , am⟩) = m+ ١.

عاد را m عدد b > m برای pb اول اعداد و کند عاد را ⟨ā⟩ ام m اول عدد تا اگروتنهااگر f(⟨ā⟩) = m اثبات.

نکنند.

کنید: تعریف زیر صورت به را f̄ تابع باشد. موضعͬ k + ١ تابع̧ ͷی f که کنید فرض اولیه) بازگشتͬ (توابع .١۴

f̄(a, b̄) = ⟨f(٠, b̄), . . . , f(a− ١, b̄)⟩

که طوری به است موجود f یͺتای تابع̧ صورت این در باشد. موضعͬ k + ٢ تابع̧ ͷی g که کنید فرض حال

f(a, b̄) = g(f̄(a, b̄), a, b̄).

است: نمایش قابل ͬ شود، م تعریف زیر صورت به که f تابع آنگاه باشد، نمایش قابل g تابع̧ اگر .٩٢ قضیه

f(a, b̄) = g(f̄(a, b̄), a, b̄).

است a طول به دنباله ͷی کد s که s عدد کوچͺترین با است برابر f̄(a, b) زیرا است؛ نمایش قابل f̄ تابع̧ اولا˟ اثبات.

زیرا است نمایش قابل f تابع پس است. (s)i = g(s ↾ i, a, b̄) صورت به آن i < a درایه ی هر که طوری به

f(a, b̄) = g(f̄(a, b̄), a, b̄).
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باشد: زیر صورت به f تابع و باشند نمایش پذیر توابعͬ g, h که کنید فرض اولیه). (بازگشت ۵٨ تمرین

f(a, b) = g(b)

f(a+ ١, b) = h(f(a, b), a, b)

است. نمایش پذیر نیز f تابع که دهید نشان صورت این در

هستند: نمایش قابل زیر توابع آنگاه باشد، نمایش قابل تابع ͷی F اگر .١۵

(a, b̄) 7→
∏
i<a

F (i, b̄).

(a, b̄) 7→
∑
i<a

F (i, b̄).

داریم بنامیم G را بالا تابع اگر اثبات.

G(٠, b̄) = ١

G(a+ ١, b̄) = F (a, b̄)×G(a, b)

است: نمایش قابل ͬ چسباند، م هم به را کدها که تابعͬ .١۶

⟨a١, . . . , am⟩ ∗ ⟨b١, . . . , bn⟩ = ⟨a١, . . . , am, b١, . . . , bn⟩.

کنید: تعریف .١٧

⊛i<af(i) = f(٠) ∗ . . . ∗ f(a− ١).

است: نمایش قابل زیر تابع آنگاه باشد، نمایش قابل F اگر

(a, b̄) 7→ ⊛i<aF (i, b̄).

گودل کدهای ٢ . ٣

گفته، این اثبات برای است. نمایش قابل اثبات پذیر، فرمولهای همه ی مجموعه ی که است این اثبات درس ادامه ی در هدفمان

هستند. نمایش قابل اثبات، متناهͬ دنباله های و منطقͬ اصول تمامͬ که دهیم نشان باید

گرفته ام. نظر در هیلبرتͬ سیستم اساس بر را اثبات پذیری قسمت این در

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به استنتاج، برای هیلبرت سیستم

(در منطقͬ اصول از ͬͺی یا αi هر که است ⟨α٠, . . . , αn⟩ صورت به متناهͬ دنباله ی Γ از ϕ فرمولِ برای استنتاج ͷی

که است این MP از استفاده با آمدن دست به از منظور است. آمده دست به خود از قبل فرمول دو از MP توسط یا است زیر)

ͬ شود. م استنتاج نیز ψ باشند، شده استنتاج ϕ و ϕ→ ψ که صورتͬ در

هستند: زیر صورت به هیلبرت دستگاه در منطقͬ اصول
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ͬ شوند. م حاصل گزاره ها منطق تاتولوژیهای از که نتایجͬ •

.∀xα → α(t/x) باشد: آزاد t به نسبت α در x که صورتͬ در •

که نباشد سوری هیچ تأثیر تحت α در x از حضوری هیچ که است آزاد t ترم به نسبت α در x زمانͬ که کنید دقت

نیست آزاد t = y به نسبت x زیر، فرمول در مثلا́ بردارد. در را t متغیرهای

∃y (y ̸= x)

زیر: فرمول از که کنید دقت

∀x ∃y y ̸= x

که ͬ شود نم نتیجه

∃y y ̸= y.

∀x(α→ β) → (∀xα → ∀xβ) •

α→ ∀xα نباشد: آزاد α در x که صورتͬ در •

دهید: اختصاص را زیر کدهای نمادها به

( ١ ∀ ٠

)٣ ٠ ٢

¬ ۵ s ۴

→ ٧ < ۶

= + ٨

v١ ١١ · ١٠

v٢ ١٣ E ١٢

کد ترم)، ͷی (مثلا́ باشد منطقͬ عبارت ͷی ϵ = s٠ . . . sn اگر ͬ یابد. م ادامه روال همان به متغیرها کدهای بالا، جدول در

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را آن گودل

♯(ϵ) = ♯(s١, . . . , sn) = ⟨h(s٠), . . . , h(sn)⟩

ͬ برد. م بالا) جدول (مطابق آن کد به را علامت هر که است تابعͬ h آن در که

ͬ کنیم: م تعریف آنگاه باشد عبارات از مجموعه ͷی Φ اگر

♯Φ = {♯(ϵ) : ϵ ∈ Φ}

ͬ دهیم: م نسبت را زیر کد آن به باشد، استنتاج ͷی مثلا́ باشد، عبارات از دنباله ͷی (α٠, . . . , αn) اگر

F(α٠, . . . , αn) = ⟨♯α٠, . . . , ♯αn⟩

برقرارند: زیر موارد
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است. نمایش قابل متغیرها تمامͬ گودل کدهای مجموعه ی .١

است: زیر صورت به یادشده مجموعه ی اثبات.

{a : ∃b < a a = ⟨١١ + ٢b⟩}.

است. نمایش قابل ترمها، تمامͬ گودل کدهای از متشͺل مجموعه ی .٢

است ͷی با برابر f(a) صورت، این در باشد. ترمها همه ی مجموعه ی مشخصه ی تابع f که کنید فرض اثبات.

دهد: رخ زیر اتفاق یا باشد، متغیر ͷی گودل کد a اگروتنهااگر

j < lh(i) هر برای که طوری به باشد ⟨. . .⟩ صورت به دنباله ͷی کد i که طوری به باشند داشته وجود i, k < a اعداد

و باشد زبان) (در iموضعͬ به اندازه ی طولِ تابعͬ نماد ͷی جدول̞ͬ کد k و f((i)j)؛ = ١ باشیم داشته

a = ⟨k⟩ ⋆⊛j<lh i(i)j

تعریف گونه ای به g(s, a) تابع آن در که f(a) = g(f̄(a), a)) که کنید دقت اما .f(a) = ٠ بالا، صورت دو غیرِ در

است. صفر با برابر صورت دو این غیر در و است ͷی برابر زیر صورت دو در g(s, a) که ͬ شود م

باشد. متغیر ͷی گودل ک͒دِ a اگر اول. صورت

کمتر i طول از که j هر برای و باشد دنباله ͷی کد ͷی i که طوری به باشند داشته وجود i, k < a اعداد دوم. صورت

و باشد متغیره i تابع ͷی جدولͬ کد k و (s)(i)j = ١ باشیم داشته است

a = ⟨k⟩ ∗⊛j<lh i(i)j

است. نمایش قابل اتمͬ فرمولهای گودل کدهای مجموعه ی .٣

است. نمایش قابل فرمولها تمامͬ گودلِ ک͒دهای مجموعه ی .۴

داریم t ترم و x متغیر و α فرمول هر برای که طوری به است موجود sb نمایش̞ قابل تابع ͷی .۵

sb(♯α, ♯x, ♯t) = ♯α(t/x).

است: نمایش قابل زیر تابع .۶

n 7→ ♯(sn٠)

که طوری به است موجود Fr نمایش̞ قابل رابطه ی ͷی .٧

⟨♯α, ♯x⟩ ∈ Fr ⇔ شود. ظاهر آزاد صورت به α فرمولِ در x متغیرِ
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است. نمایش قابل جمله ها گودل کدهای مجموعه ی .٨

که طوری به دارد وجود sbl نمایش̞ قابل رابطه ی ͷی .٩

⟨♯α, ♯x, ♯t⟩ ∈ sbl ⇔ باشد. آزاد t ترم به نسبت α فرمولِ در x متغیرِ

است: نمایش قابل زیر رابطه ی .١٠

(a, b) ∈ G⇔ است. ∀x̄ϕ صورت به فرمول ͷی گودل کد b و ϕ فرمولِ ͷی گودل کد a

تمامͬ بودن تصمیم پذیر اثبات به نیاز گفته این (اثبات است. نمایش قابل تاتولوژی ها تمامͬ گودل کدهای مجموعه ی .١١

دارد). ͬͺی و صفر جداول

است. نمایش قابل ∀x(α→ β) → (∀xα→ ∀xβ) صورتِ به فرمولهای گودل کدهای مجموعه ی .١٢

است. نمایش قابل نباشد، آزاد α در x وقتͬ ∀xα→ α(t/x) صورت به فرمولهای گودل کدهای مجموعه ی .١٣

است. برقرار نیست، آزاد α در x آن در که α→ ∀xα صورت به فرمولهای مورد در بالا مورد .١۴

است. نمایش هیلبرت) قابل (دستگاه منطقͬ اصول تمامͬ گودل کدهای مجموعه ی .١۵

مجموعه ی آنگاه باشد فرمولها از متناهͬ مجموعه ی ͷی A اگر .١۶

{F(D) : است A از منطق̞ͬ استنتاج̧ ͷی D }

در فرمولͬ اثبات به را ما و است آمده دست به استنتاج روشهای با که است دنباله ͷی D بالا، در است. نمایش قابل

ͬ رساند. م دنباله انتهای

است. TE در نمایش قابل بازگشتͬ رابطه ی هر .١٧

قرار است. نمایش قابل ϕ فرمول ͷی توسط آن در R که دارد Aوجود متناهͬ تئوریِ ͷی باشد، بازگشتͬ R اگر اثبات.

دهید

H = {F(D)| است. A از منطقͬ استنتاج ͷی D }

بͽیرید: نظر در را زیر تابع نخست باشد. طبیعͬ عدد ͷی a کنید فرض

f(a) = min{d|d ∈ H, است. ¬ϕ(a) یا ϕ(a) یا d بخش̞ آخرین }

داریم

a ∈ R ⇔ باشد. ϕ(a) با برابر f(a) قسمتِ آخرین

باشد. TE در نمایش قابل اگروتنهااگر است بازگشتͬ R رابطه ی ͷی .٩٣ نتیجه

است. تعریف قابل NE در بازگشتͬ رابطه ی هر .٩۴ نتیجه

کامل تئوری cn(A) از منظور است. بازگشتͬ ♯cn(A) آنگاه باشد،  کامل تئوری ͷی cn(A) و باشد بازگشتͬ ♯A اگر .١٨

ͬ شوند. م اثبات A از شروع با که است جمله هائͬ تمامͬ از متشͺل
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اول ناتمامیت

که یافت چنان σ جمله ی ͷی ͬ توان م است، v١ آن آزادِ متغیر تنها که β فرمولِ هر برای ثابت). نقطه ی (لم ٩۵ قضیه

TE ⊢
(
σ ↔ β(♯σ)

)
.

است: نمایش پذیر تابع ͷی زیر تابع دهید. نشان ϕv با است v با برابر آن کد که را فرمولͬ اثبات.

v٣ = ♯(ϕv١(v٢)).

بͽیرید: نظر در را زیر فرمول حال

∀v٣
(
v٣ = ♯(ϕv١(v١)) → β(v٣)

)
.σ = ϕq(q) دهید قرار باشد. q با برابر بالا فرمول کد کنید فرض

ͬ کند. م برآورده را قضیه در شده خواسته شرط σ فرمول که دهید نشان .۵٩ تمرین

درست فرمولهای همه ی  کدهای از متشͺل مجموعه ی (یعنͬ ♯Th(NE) مجموعه ی .(ͬͺتارس تعریف پذیری (عدم ٩۶ نتیجه

نیست. NE در تعریف قابل طبیعͬ) اعداد در

کنید. اعمال ¬β فرمولِ به را قبل قضیه ی کند. تعریف را یادشده مجموعه ی β فرمول کنید فرض اثبات.

که طوری به دارد وجود σ جمله ی ͷی ،ͬͺتارس قضیه ی به بنا دقیق تر، بیان به

TE ⊢ σ ↔ ¬β(♯(σ)).

نباشد. درست NE در که است درست زمانͬ σ جمله ی TE نظر از که است این بیانگر بالا جمله ی

است. تناقض این و NE؛ ⊢ ¬σ پس TE ⊢ ¬σ بنابراین و است برقرار β(♯σ) صورت این در ♯σ ∈ ♯Th(NE) اگر حال

است. تناقض این و NE؛ |= σ پس TE ⊢ σ پس است برقرار ¬β(♯σ) صورت این در ♯σ ̸∈ ♯Th(NE) اگر

نیست. بازگشتͬ ♯Th(NE) .٩٧ نتیجه

است. ناکامل تئوری ͷی cn(A) آنگاه باشد،  بازگشتͬ ♯A و A ⊆ Th(NE) اگر گودل). اول ناتمامیت (قضیه ی ٩٨ نتیجه

بازگشتͬ مجموعه ی ͷی A ⊆ Th(NE) کنید فرض کرد. نگاه نیز زیر صورت به ͬ توان م را ناتمامیت قضیه ی اثبات

فرمولِ ͷی توسط رو این از و است بازگشتͬ مجموعه ی ͷی ،A نتایج̧ همه ی مجموعه ی یعنͬ ،cn(A) صورت، این در باشد.

که طوری به دارد وجود σ جمله ی ͷی ¬β فرمولِ برای ͬ شود. م تعریف β

TE ⊢ σ ↔ ¬β(♯σ).

نباشد! آن در اگروتنهااگر است cn(A) در σ که است این بیانگر بالا جمله ی

نیست. بازگشتͬ T آنگاه باشد، TE با سازگار تئوری ͷی T اگر اثبات). (بدون ٩٩ نتیجه
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توقف مسئله ی و اول ناتمامیت ۴ . ٢

مجموعه ها نظریه ی و دوم ناتمامیت ۵ . ٢

زرملو اصول همان را st اینجا در ͬ دهیم. م نشان st با را آنها ͬ شوند م نوشته L = {∈} زبانِ در مجموعه ها نظریه ی اصول

وجود استقرائͬ مجموعه ی کوچͺترین که ͬ شود م نتیجه مجموعه ها نظریه ی اصول از گرفته ام. مجموعه ها نظریه ی برای فرانکل

به را توان و ضرب و جمع ͬ توان م طبیعͬ اعداد مجموعه ی روی ͬ نامیم. م طبیعͬ اعداد مجموعه ی را مجموعه این دارد.

برای جهانͬ که صورتͬ در یعنͬ باشند؛ سازگار مجموعه ها نظریه ی اصول که صورتͬ در بنابراین کرد. تعریف استقرائͬ صورت

کپی ͷی مجموعه ها، نظریه ی سازگاری فرض با پس دارند. وجود نیز طبیعͬ اعداد جهان آن در باشد، داشته وجود مجموعه ها

ͬ شود. م تعبیر مجموعه ها نظریه ی در حساب دیͽر، بیان به دارد. وجود مجموعه ها نظریه ی در آن توابع و N از (تعریف پذیر)

صورت این در است. سازگار T ∪ st که طوری به باشد، مجموعه ها نظریه ی زبان در تئوری ͷی T کنید فرض .١٠٠ قضیه

نیست. بازگشتͬ ♯T

نیست. کامل باشد،  سازگار st اگر .١٠١ نتیجه

باشد: طبیعͬ اعداد روی زیر سه تائͬ رابطه ی D که کنید فرض

(a, b, c) ∈ D ⇔ باشد. st در α(b) برای استنتاج ͷی گودل کد c و باشد اعداد نظریه ی در α فرمولِ ͷی گودل کد a

نمایش دهنده ی که فرمولͬ با را رابطه این راحتͬ، برای ͬ شود. م داده فرمول ͷی با پس است،  بازگشتͬ رابطه ی ͷی D رابطه ی

باشد: r زیر، فرمول ک͒دِ گودل کنید فرض ͬ کنیم. م فرض یͺسان است آن

∀v٣ ¬D(v١, v١, v٣)

ندارد. وجود ϕv١(v١) فرمول برای اثباتͬ هیچ که است این بیانگر بالا فرمول

بͽیرید: نظر در را زیر فرمول

σ : ∀v٣ ¬D(r, r, v٣).

σ فرمول برای اثباتͬ که است این بیانگر σ فرمول یعنͬ ندارد. وجود ϕr(r) فرمول برای اثباتͬ که است این بیانگر بالا فرمول

وجود ϕr(r) برای اثباتͬ که این برای اثباتͬ که است این بیانگر σ فرمول ϕr(r) فرمولِ تعریف به بنا همچنین ندارد. وجود

ندارد. وجود ندارد،

.st ̸⊢ σ آنگاه باشد، سازگار st اگر ادعا.

کنید. ثابت را بالا ادعای .۶٠ تمرین

ندارد). وجود x ̸= x فرمول برای (مثلا تناقض برای اثباتͬ ͬ گوید م که باشد فرمولͬ cons(st) کنید فرض

باشد. ناساگاز st که این مͽر ͬ شود؛ نم ثابت st در cons(st) گودل). دوم (ناتمامیت ١٠٢ قضیه

اگر پس ͬ شود!). نم ثابت σ که ͬ گوید م که است جمله ای σ (زیرا ͬ شود م اثبات st در cons(st) → σ قبل لم به بنا اثبات.

ͬ شود. م ثابت σ آنگاه شود، اثبات cons(st)
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٣ فصل

کامل تئوری ͷی از مصداقͬ حقیقͬ، بسته ی میدانهای

خوشرفتار

که (N,+, ·) خلافِ بر که داد خواهم نشان پرداخت. خواهم حقیقͬ اعداد میدان جبری تئوری خوش رفتاری به بخش این در

کرد. اصل بندی کامل صورت به و بازگشتͬ صورت به ͬ توان م را (R,+, ·) ساختار گرفت، قرار مطالعه مورد قبل بخش در

را درس جبری پیشنیازهای همه ی نخست ͬ کند. م تولید را حقیقͬ اعداد مورد در قضیه ی هر که دارد وجود الͽوریتمͬ بنابراین

پرداخت. خواهم ͷمدل تئورتی ͬ های بررس به سپس و گفت خواهم

مربعات از متناهͬ مجموع ͷی صورت به نتوان را −١ ∈ K هرگاه ͬ نامیم م حقیقͬ میدان ͷی را K میدان .١٠٣ تعریف

نوشت.

است. نامنفͬ مربع عنصر هر مرتب، میدان ͷی در زیرا است؛ حقیقͬ K آن گاه باشد مرتب میدان ͷیK اگر خاص به طور

است. مربعات مجموع −a یا a از ͬͺی حداکثر دراین صورت باشد، ناصفر عنصری a ∈ F و باشد حقیقͬ F اگر .١٠۴ لم

نباشند). مربعات مجموع ͷهیچ ی شاید باشند؛ مربعات مجموع ͬ توانند نم دو هر (یعنͬ

است: مربعات مجموع نیز a
b

این صورت در باشند مربعات مجموع دو هر اگر باشند. دلخواه عنصر دو b و a کنید فرض اثبات.

a

b
=
ab

b٢ =
(
∑
c٢
i )(

∑
d٢
i )

b٢

بود. خواهد مربعات مجموع −١ آن گاه باشند، مربعات مجموع دو هر −a و a اگر بنابراین

(منظور است. حقیقͬ میدان ͷی F (
√
a) این صورت در نباشد، مربعات مجموع −a و باشد حقیقͬ F کنید فرض .١٠۵ لم

F میدانِ خودِ در دوم ریشه ی این که کنید دقت است. a عنصر برای دوم ریشه ی ͷی توسط F میدانِ جبری توسیع F (
√
a) از

نیست.)

که کنید توجه اثبات.

F (
√
a) = {c+ d

√
a|c, d ∈ F}.

داریم: صورت دراین شود؛ مربعات مجموع −١ عدد F (
√
a) در کنید فرض

(
∑

ci + di
√
a)٢ = −١
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∑
c٢
i + d٢

i a+ ٢cidi
√
a+ ١ = ٠

تبدیل قابل زیر صورت به بالا رابطه ی هستند. برداری) فضای ͷی عنوان (به F روی F (
√
a) پایه های ١ و

√
a که کنید توجه

است:
√
a(
∑

٢cidi) + ١(
∑

c٢
i + d٢

i a+ ٢cid٢
i a+ ١) = ٠

است. مربعات مجموع −١ پس شود. صفر باید بالا در ١ ضریب

در f ریشه ی α و باشد فرد درجه ی با تحویل ناپذیر چند جمله ای ͷی f(x) ∈ F [X] و باشد حقیقͬ F کنید فرض .١٠۶ لم

است. حقیقͬ F (α) صورت این در .α /∈ F و باشد میدانͬ توسیع ͷی

n از کمتر درجه ی با gi چندجمله ایهای یعنͬ است؛ مربعات مجموع میدان این در −١ آنگاه نباشد حقیقͬ F (α) اگر اثبات.

که: طوری به ∑موجودند
g٢
i (α) = −١

زیر شرط در که است q چندجمله ای ͷی وجود معنͬ به F [X]/⟨f⟩ میدان در بالا عبارت F (α) = F [X]/⟨f⟩ که آنجا از

ͬ کند: م ∑صدق
g٢
i (x) + f(x)q(x) = −١

است. f درجه از کمتر و فرد q درجه ی

داریم اما است. حقیقͬ F (β) (f درجه ی روی (استقراء استقرا فرض بنابه باشد. q(x) از ریشه  ͷی β کنید ∑فرض
g٢
i (β) + f(β)q(β) = −١

است. استقرا فرض با تناقض که
∑
g٢
i (β) = −١ داریم: F (β) میدان در یعنͬ

F (α) آن در که F (α) ∼= F [X]
⟨f⟩ این صورت در باشد. ناپذیر تحویل چند جمله ای ͷی f ∈ F [X] کنید فرض .١٠٧ توجه

دیͽر طرفͬ از است. f ریشه ی و F توسط شده تولید میدان

F (α) = {g(α)| deg g < deg f, g ∈ F [X]}.

باشد. نداشته حقیقͬ جبری توسیع هیچ اما باشد، حقیقͬ R هرگاه ͬ نامیم م حقیقͬ بسته ی را R میدان .١٠٨ تعریف

اگر که داد خواهیم نشان (بعداً است. مربعات مجموع −١ آن، از جبری توسیع هر در باشد، حقیقͬ بسته ی R اگر بنابراین

است). جبری بسته ی میدانِ ͷی جبری، توسیع این است. R(
√
−١) آن و دارد جبری توسیع ͷی تنها باشد، حقیقͬ بسته ی R

که است F از حقیقͬ جبری توسیع ͷی F (
√
a) صورت این در نباشد، مربعات مجموع −a و باشد حقیقͬ بسته ی R اگر

ͷی a آنگاه نباشد، مربعات مجموع −a و باشد حقیقͬ بسته ی R اگر یعنͬ .F (
√
a) = F داریم بودن حقیقͬ بسته ی به بنا

بسته ی میدان ͷی در بنابراین .a یا است مربعات مجموع −a یا دقیقاً جبری بسته ی میدان ͷی در بنابراین است. کامل مربع

.−a یا است کامل مربع a یا a ∈ R هر برای R جبری

کامل مربع که عناصری ترتیبی، هر در کرد. مرتب یͺتا به صورت ͬ توان م را حقیقͬ بسته ی میدان هر بالا، گفته ی بر بنا

بͽیریم. نامنفͬ باید را هستند
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در ریشه دارای f این صورت در باشد فرد درجه ی با چندجمله ای ͷی f ∈ F [X] و باشد حقیقͬ بسته ی F اگر .١٠٩ نتیجه

است. F

ͷی F (α) این صورت در α /∈ F و باشد F ریشه ی α اگر آنگاه باشد، فرد درجه ی از و تحویل ناپذیر f اگر واقع در

عامل ͷی f تجزیه ی با صورت این در باشد، فرد درجه ی از و تحویل پذیر f اگر است. تناقض که است حقیقͬ جبری توسیع

است. آن ریشه ی α که ͬ رسیم م فرد درجه ی از تحویل ناپذیر

ͷی را R) است. F جبری توسیع که F ⊆ R حقیقͬ بسته ی میدان ͷی آن گاه باشد، حقیقͬ میدان ͷی F اگر .١١٠ قضیه

ͬ نامیم.) م F حقیق̞ͬ بستار

دهید: قرار اثبات.

A = {K| است جبری توسیع F ⊆ K و حقیقͬ K}

میدانͬ حقیقͬ، میدان های از زنجیر ͷی اجتماع است. جزئͬ مرتب مجموعه ی ͷی شمول رابطه ی با و ناتهͬ A که کنید دقت

ماست. نظر مورد میدان R که دهید نشان است. R مانند ماکسیمالͬ عضو دارای A زرن لم طبق است. حقیقͬ

کرد. مرتب را F ͬ توان م آن گاه باشد، حقیقͬ F اگر .١١١ نتیجه

کنید. محدود F به را F شامل̞ حقیقͬ بسته ی میدان ِ ترتیبِ اثبات.

آنها دوی هر یا و است حقیقͬ F (
√
−a) یا است حقیقͬ F (

√
a) یا صورت این در باشد حقیقͬ F اگر که کنید دقت

در و باشد مثبت a آنها از ͬͺی در که شود پیدا F برای متفاوت حقیقͬ بسته ی توسیع دو که دارد امͺان بنابراین هستند. حقیقͬ

از بستاری صورت این در باشد، مرتب و باشد حقیقͬ F اگر اما نیست. یͺتا حقیقͬ بستار دیͽر، بیان به باشد. منفͬ a دیͽری

حقیقͬ میدان ͷی F اگر واقع در کرد. خواهیم ثابت آینده جلسات در را گفته این یͺتاست. دارد، F با یͺسانͬ ترتیب که آن

مثبت a عدد هم F در پس است. مثبت a عدد F (
√
a) حقیق̞ͬ بستار در آنگاه نباشد، مربعات مجموع −a و باشد مرتب

است.

آنها به −١ ریشه ی اگر که هستند میدانهائͬ همان دقیقاً حقیقͬ، بسته ی میدانهای که کرد خواهم ثابت درس، ادامه ی در

است. جبر اساسͬ قضیه ی از صورتͬ واقع در این ͬ شوند. م جبری بسته ی شود، اضافه

که طوری به باشد حقیقͬ میدان ͷی R کنید فرض جبر). اساسͬ (قضیه ی ١١٢ قضیه

باشد. داشته ریشه R در فرد درجه ی با چند جمله ای هر (١)

(−a یا دارد دوم ریشه ی a یا (یعنͬ
√
−α ∈ R یا

√
α ∈ R یا α ∈ R هر برای (٢)

است. جبری بسته ی K = R(i) این صورت در

داراست. را قضیه شرایط حقیقͬ اعداد میدان که دهید نشان یعنͬ است. جبری بسته ی C = R(i) که دهید نشان .۶١ تمرین

هستند. حقیقͬ بسته ی میدانهای دو هر Ralg و R که است این اساسͬ قضیه ی نتایج از که دید خواهیم درس ادامه ی (در

است.) گویا اعداد در ضرایب با چندجمله ایهای همه ی حقیقͬ ریشه های از متشͺل میدان دومͬ

کنم. یادآوری را گالوا نظریه ی در مفاهیمͬ است نیاز جبر اساسͬ قضیه ی اثبات برای
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سیلو قضایای و گالوا نظریه ی مبانͬ یادآوری

ͬ کنیم: م تعریف صورت، این در باشد. میدانͬ توسیع ͷی K ⊆ L کنید فرض

Aut(
L

K
) = {σ : L→ L|∀x ∈ K σ(x) = x}

آن از زیرگروه ͷی G اگر است. گروه ͷی Aut(L/K) که کرد تحقیق ͬ توان م راحتͬ به است. L اتومرفیسم̧ ͷی بالا در σ هر

ͬ کنیم: م تعریف باشد،

Fix(G) = {x ∈ L|∀σ ∈ G σ(x) = x}.

پس

K ⊆ FixAut(
L

K
) = {x ∈ L|∀σAut( L

K
) σ(x) = x}

.f ∈ K[X] که کنید فرض و ͬ کند م حفظ وار نقطه را K که باشد اتومرفیسم ͷی σ: L→ L کنید فرض .١١٣ مشاهده

ضرایب که میدانͬ اتومرفیسم هر یعنͬ .f(σ(α)) = ٠ این صورت در .f(α) = ٠ که باشد به طوری α ∈ L کنید فرض

ͬ کند. م حفظ مجموعه وار را چندجمله ای ریشه های مجموعه ی کند، حفظ را چندجمله ایها

ͬ نویسیم: م این صورت در .Fix(Aut( L
K

) = K هرگاه ͬ نامیم م گالوایی توسیع ͷی Kرا ⊆ L متناهͬ توسیع .١١۴ تعریف

Aut(
L

K
) = Gal(

L

K
).

باشد. جدایی پذیر و نرمال اگر تنها و اگر است گالوایی توسیع ͷی K ⊆ L که دهید نشان .۶٢ تمرین

گالوا). نظریه ی اساسͬ (قضیه ی ١١۵ قضیه

که E میدان های میان ͷی به ͷی تناظر ͷی دراین صورت باشد. گالوایی توسیع ͷی L

K
و K ⊆ L کنید فرض (الف)

ͬ شود). م داده G→ Fix(G) نگاشت توسط (که دارد. وجود G ⊆ Aut(
L

K
) زیرگروه های و K ⊆ E ⊆ L

[E٢ : E١] =
|G١|
|G٢|

این صورت در K ⊆ E١ ⊆ E٢ ⊆ L اگر (ب)

خاص به طور (ج)

[L : K] = |Gal(L/K)|

گالوا. گروه زیرگروههای تعداد با است برابر L,K میان میدانهای تعداد و

همچنین جبر اساسͬ قضیه ی اثبات برای کرد. خواهم اثبات آینده ترم در گالوا نظریه ی درس در را گالوا اساسͬ قضیه ی

دارم. سیلو قضایای یادآوری به نیاز

|G١| | |G٢| آنگاه باشند متناهͬ گروه دو G١ ≤ G٢ اگر (لاگرانژ). ١١۶ قضیه

(سیلو). ١١٧ قضیه

زیر گروه P ͷی این صورتGدارای در P | |G|, · · · , P n | |G|, P n+١ ∤ |G| و باشد متناهͬ گروه ͷیG کنید فرض (الف)

(.H = P n و است p از توانͬ آن عنصر هر مرتبه ی که H زیر گروه ͷی (یعنͬ است. ماکزیمال سیلوی

داریم. زیر گروه ͷی pi سایز هر از واقع در (ب)
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جبر اساسͬ قضیه ی اثبات ٣ . ١

پرداخته ام. ١١٢ قضیه ی اثبات به بخش این در

.L = K که داد خواهیم نشان باشد. R از گالوائͬ توسیع ͷی L و R ⊆ K ⊆ L کنید فرض

نتیجه در .٢ | [L : R] بنابراین |G١| = [L : R] = [L : K][K : L] صورت این در .G١ = Gal(
L

R
) دهید قرار

است. H نام به ٢‐سیلو زیر گروه ͷی دارای G١ و ٢ | |G١|

(G١ = ٢n نتیجه (در H = G١ ͬ کنیم م ادعا

.F = R که دهیم نشان است کافͬ F = FixH کنید فرض

جمله ای چند ریشه ی α آن در که F = R(α) پس است؛ فرد عدد ͷی [F : R] = |G١|/|H| این صورت در F ̸= R اگر

.α ∈ R صورت این در اما است. فرد درجه ی

.|Aut( L
K

)| = [L : K] = ٢n−١ و |Gal(L
R
)| = ٢n و R ⊆ K ⊆ L که داده ایم نشان اینجا تا

همچنین دارد. H٢ نام به ٢ اندیس با زیر گروه ͷی G٢ = Aut(
L

K
) پس

R(i) = K ⊆ FixH٢ ⊆ L

باشد. داشته وجود ͬ تواند نم Fix(H٢) پس دارد؛ ریشه ٢ درجه چندجمله ای هر K در اما

حقیقͬ بسته ی میدانهای بحث ادامه ی ٣ . ٢

ͬ شوند. م تجزیه دوم درجه و اول درجه تحویل ناپذیر عوامل به چندجمله ای ها همه ی R در .١١٨ نتیجه

است. جبری بسته ی R(i) آنگاه باشد حقیقͬ بسته ی R اگر پس داراست. را قضیه شرطهای حقیقͬ بسته ی میدان هر

x − (a + bi) ضرب است. f ریشه ی هم a − bi آنگاه باشد f ریشه ی a + bi و باشد چندجمله ای ͷی f ∈ R[X] اگر

عوامل به آن در چندجمله ای هر باشد، حقیقͬ بسته ی R اگر بنابراین ͬ دهد. م ٢ درجه ی چندجمله ای ͷی x − (a − bi) در

ͬ شود. م تجزیه ٢ ١و درجه ی تحویل ناپذیرِ

جبری بسته ی R(i) اگر تنها و اگر است حقیقͬ بسته ی R دراین صورت باشد. حقیقͬ میدان ͷی R کنید فرض .١١٩ نتیجه

باشد.

است. جبری بسته ی R(i) پس داراست؛ را ١١٢ قضیه ی شرط دو آنگاه باشد جبری بسته ی R اگر اثبات.

باشد. جبری بسته R(i) و باشد حقیقͬ R کنید فرض

آنگاه باشد، f چندجمله ی ͷی توسط جبری توسیع ͷی R ⊆ F اگر ندارد. حقیقͬ جبری توسیع هیچ R ͬ کنیم م ادعا

حقیقͬ هم آن که است R(i) همان R جبری توسیع تنها پس ͬ شود. م تجزیه ١ درجه ی با عوامل به R(i) در f چندجمله ای

نیست.

است. میانͬ مقدار ویژگͬ داشتن با معادل بودن حقیقͬ بسته ی که داد خواهیم نشان ادامه در

چندجمله ای هر برای هرگاه است میانͬ مقدار ویژگͬ دارای (R,<) گوییم باشد. مرتب میدان ͷیR کنید فرض .١٢٠ تعریف

.∃c ∈ (a, b)f(c) = ٠ آن گاه f(a)f(b) < ٠ اگر f ∈ R[X]
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است. حقیقͬ بسته ی R آن گاه باشد، داشته میانͬ مقدار ویژگͬ (R,<) اگر .١٢١ لم

اثبات.

و f(M) > ٠ به طوری که موجودند M,−M اعداد صورت این در باشد. فرد درجه با جمله ای چند ͷی f کنید فرض (١

است. R در ریشه ͷی دارای f میانͬ، مقدار ویژگͬ به بنا .f(−M) < ٠

این بنابراین .P (٠) < ٠, p(a + ١) > ٠ داریم بͽیرید. نظر در را p(x) = x٢ − a معادله ی .a > ٠ کنید فرض (٢

است. ریشه دارای معادله

است. حقیقͬ بسته ی R این رو از و است جبری بسته ی R(i) پس

است. میانͬ مقدار ویژگͬ دارای خود یͺتای ترتیب با (R,<) این صورت در باشد. حقیقͬ بسته ی R کنید فرض .١٢٢ قضیه

دوم و اول درجه عوامل به f چندجمله ای .f(b) > ٠ و f(a) < ٠ به طوری که باشد چندجمله ای ͷی f(x) کنید فرض اثبات.

f که ͬ کنیم م فرض پس دارد، متفاوت علامت های a, b در f در ناپذیر تحویل عوامل از ͬͺی این صورت در است. تجزیه قابل

f = x٢+cx+d آنگاه باشد تحویل ناپذیر و دوم درجه ی f اگر است. ریشه دارای f باشد اول درجه ی f اگر است. پذیر تحویل

.f > ٠ و f = (x+ c
٢)

٢ + (d− c٢

۴ ) پس .c٢ − ۴d < ٠ آن در که

معادلند: باهم زیر موارد .١٢٣ نتیجه

است. حقیقͬ بسته ی میدان ͷی R (١

دارند. ریشه R در فرد درجه با جمله ایهای چند و است دوم ریشه دارای −a یا a یا a ∈ R هر برای (٢

است. جبری بسته ی R(i) (٣

است. میانͬ مقدار ویژگͬ دارای ترتیب آن با و یͺتاست ترکیب ͷی دارای R (۴

حقیقͬ بستار یͺتائͬ ٣ . ٣

F برای حقیقͬ بستار ͷی آن به که است موجود F ⊆ R︸ ︷︷ ︸
جبری

حقیقͬ بسته ی میدان ͷی این صورت در باشد حقیقͬ میدان ͷی F اگر

آورده ایم. یͺتائͬ عدم این برای مثالͬ زیر در نیست. یͺتا حقیقͬ، میدان ͷی حقیقͬ بستار جبری، بستار خلاف بر ͬ شود. م گفته

که کنید دقت است. حقیقͬ Q(
√

٢) میدان پس نیست. مربعات مجموع −٢ آن در و است حقیقͬ Q میدان

Q(
√

٢) = {a+ b
√

٢|a, b ∈ Q}

نگاشتِ

a+ b
√

٢ 7→ a− b
√

٢
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مربعات مجموع نیز −
√

٢ باشد، (اگر نیست مربعات مجموع Q(
√

٢) میدان در
√

٢ بنابراین بالاست؛ میدان از اتومرفیسم ͷی

میدانِ پس نیستند. مربعات مجموع
√

٢,−
√

٢ از هیچͺدام دیͽر بیان به دارد). تناقض میدان این بودن حقیقͬ با این و ͬ شود م

عددی
√

٢ آن در که است حقیقͬ توسیع ͷی دارای و است مثبت عددی
√

٢ آن در که است حقیقͬ توسیع ͷی دارای Q(
√

٢)

نیستند. (میدانͬ) ایزومرف همدیͽر با حقیقͬ توسیع دو این است. منفͬ

درس ادامه ی در دیͽر، بیان به بود. خواهد یͺتا حقیقͬ بستار کنیم، حفظ را ترتیب اگر است این اثبات هدفمان ادامه در

کرد. خواهیم ثابت را زیر قضیه ی

باشند، F از ترتیب حافظ حقیقͬ بستار دو R١ و R٠ اگر این صورت در باشد. حقیقͬ میدان ͷی (F,<) اگر .١٢۴ قضیه

.R٠ ∼= R١ آن گاه

هرگاه ͬ نامیم م اشتورم دنباله ͷی را را چندجمله ایها از f٠, . . . , fn دنباله ی .١٢۵ تعریف

f١ = f ′
٠ •

¬(∃x fi(x) = ٠ ∧ fi+١(x) = ٠) •

fi(z) = ٠ → fi−١(z)fi+١(z) < ٠ •

است. ناصفر ثابت ͷی fn •

ساخته زیر صورت به که دنباله ای باشد. چندجمله ای ͷی f ∈ F [X] و باشد حقیقͬ میدان ͷی F کنید فرض .١٢۶ مثال

است: اشتورم دنباله ی ͷی ͬ شود م

f٠ = f

f١ = f ′
٠

fi−١ = gfi + (−fi+١).

است. شده ضرب ͷی منهای در که است fi بر fi−١ تقسیم̧ ͬ مانده ی باق fi+١ دیͽر بیان به

دنباله ی در علامتها تغییر تعداد صورت این در .c ∈ F و باشد اشتورم دنباله ی ͷی f٠ . . . fn کنید فرض .١٢٧ تعریف

ͬ دهیم. م نشان v(c) با را f٠(c), f١(c), . . . , fn(c)

نداشته (c, d) بازه ی در تکراری ریشه ی f ∈ R[X] و باشد حقیقͬ بسته میدان ͷی R اگر اشتورم). (الͽوریتم ١٢٨ قضیه

برابر (c, d) بازه ی در f های ریشه تعداد دراین صورت است،  شده شروع f با که باشد اشتورم دنباله ͷی f٠, . . . , fn و باشد

.ν(c)− ν(d) با است

باشند: شده مرتب زیر صورت به (c, d) بازه ی در ها fi تمامͬ ریشه های تمامͬ که کنید فرض اثبات.

z٠ < z١ < . . . < zn−١ < zn.

کنید: انتخاب زیر صورت به را ci عناصر ها zi بین

c٠ = c < z٠ < c١ < z١ < c٢ < z٣ < . . . < zn−١ < cn < zn < cn+١ = d.
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که کنید دقت

v(c)− v(d) = v(c٠)− v(c١) + v(c١)− v(c٢) + . . .+ v(cn−١)− v(cn) + v(cn)− v(cn+١)

f ریشه ی zi اگر و v(ci) − v(ci+١) = ١ آنگاه باشد، f ریشه ی zi اگر (ci, ci+١) بازه ی هر در که دهیم نشان است کافͬ

.v(ci)− v(ci+١) = ٠ آنگاه نباشد،

fi از ͬͺی ریشه های از ͬͺی z ∈ (c, d) ͬ کنیم م فرض و ͬ گیریم م نظر در (c, d) صورت به را نظر مورد بازه ی سادگͬ، برای

باشد. ها

fi+١(z) و fi−١(z) اشتورم، دنباله ی تعریف به بنا fi(z) = ٠ که آنجا از .i ̸= ٠ که باشد fi ریشه ی z که کنید فرض

ندارند، ریشه ای (c, d) بازه ی در fi+١ و fi−١ طرفͬ از باشد. مثبت دومͬ و منفͬ اولͬ کنید فرض دارند. متفاوت علامتهای

نمونه) حالت ͷی) بود. خواهند زیر صورت به علامتها پس

fi−١(c)− fi−١(z)− fi−١(d)−

fi(c)− fi(z) = ٠ fi(d)+

fi+١(c) + fi+١(z) + fi+١(d)+

.v(c) = v(d) یعنͬ است؛ برابر هم با راست و چپ در علامتها تغییر تعداد پس

بود: خواهد زیر صورت به علامتها و یͺنواست f پس است. ناصفر (c, d) بازه ی در f ′ آنگاه باشد، f ریشه ی z اگر حال

نمونه) حالت ͷی)

f٠(c)− f٠(z) = ٠ f٠(d)+

f١(c) + f١(z) + f١(d)+

fi+١(c) + fi+١(z) + fi+١(d)+

نظر در را ممͺن حالتهای از ͬͺی تنها بالا، اشͺال در که کنید دقت .v(c) − v(d) = ١ ͬ کنید م مشاهده بالا در که همانطور

کرده ام. رها تمرین عنوان به را دیͽر حالات بررسͬ و گرفته ام،

دو R١ و R٠ اگر باشد. F [x] در تحویل ناپذیر چندجمله ای ͷی f و مرتب حقیقͬ میدان ͷی (F,<) کنید فرض .١٢٩ نتیجه

است. برابر R٠, R١ در تکرار) شمارش (بدون f ریشه های تعداد در این صورت باشند ترتیب حفظ با F حقیقͬ بستار

R٠ در f ریشه های تعداد .M ∈ F و هستند آن در f ریشه های تمامͬ که طوری به ͬ شود م پیدا [−M,M ] بازه ͷی اثبات.

.R١ در f ریشه های تعداد با است برابر آن و ν(−M)− ν(M) با است برابر

.R١ ∼= R٢ دراین صورت باشند، ترتیب حفظ با F حقیقͬ بستار دو R١, R٢ اگر .١٣٠ نتیجه

کنید. اثبات رفت وبرگشتͬ) سامانه ی ͷی با چه و زرن لم از استفاده با (چه را بالا نتیجه ی .۶٣ تمرین
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سور حذف به جبری نگاهͬ ۴ . ٣

کرده ام: یادآوری زیر در را آن تعریف شدیم. آشنا سور حذف مفهوم با گذشته درسهای در

فرمول ͷی ϕ(x̄) فرمول هر برای هرگاه ͬ کند م حذف را سورها T باشد. اول مرتبه تئوری ͷی T کنید فرض .١٣١ تعریف

T |= ∀x̄(φ(x̄) ↔ ψ(x̄)) به طوری که شود پیدا ψ(x̄) سور بدون

ͬ کند: م روشن را گفته این زیر قضیه ی است. تئوری ها برای جبری ویژگͬ ͷی واقع در سور حذف

و تئوری این از M١,M٢ مدل دو هر برای اگروتنهااگر است، سور بدون معادل دارای φ(x̄) فرمول T تئوری در .١٣٢ قضیه

M١ |= φ(ā) ⇔ M٢ |= φ(ā) باشیم: داشته ā ∈ A هر برای مدل دو این از A مشترک زیرساختار هر

صورت این در باشد. ψ سور بدون معادل ͷی دارای T به نسبت φ فرمول کنید فرض اثبات.

کنید فرض

T |= φ(x̄) ↔ ψ(x̄)

M١ |= φ(ā) ⇔

M١ |= ψ(ā) ⇔

A |= ψ(ā) ⇔

M٢ |= ψ(ā) ⇔

M٢ |= φ(ā).

است: فشردگͬ قضیه ی نتایج از ͬͺی قضیه، این عکس جهت

به را c̄ بͽیرید(ثابت درنظر را زیر مجموعه دیͽر، بیان به بریزید؛ مجموعه ͷی در را φ فرمول سورِ بدونِ نتایج̧ همه ی نخست

( کنید اضافه زبان

Γ(c̄) = {ψ(c̄) | ψسور ,بدون T |= ϕ(c̄) → ψ(c̄)}

. T ∪ Γ(c̄) |= ϕ(c̄) اول. ادعای

ψi ∈ Γ فرمولِ متناهͬ تعداد فشردگͬ قضیه ی به بنا صورت این در زیرا ͬ شود؛ م اثبات قضیه باشد، درست اول ادعای اگر

که طوری به موجودند

T ∪ {ψ١ ∧ . . . ∧ ψn} |= ϕ(c̄)

T ⊢ ψ١ ∧ . . . ∧ ψn(c̄) ↔ ϕ(c̄)هستند ϕ نتایج̧ ها ψi تعریف، به بنا زیرا

T ⊢ ∀x̄ (ψ١ ∧ . . . ∧ ψn(x̄) ↔ ϕ(x̄)).

اول. ادعای اثبات

دارد: (M, ā) مانند مدلͬ بنابراین است سازگار T ∪ Γ(c̄) ∪ ¬ϕ(c̄) آنگاه T ∪ Γ(c̄) ⊭ ϕ(c̄) اگر

M |= T ∪ Γ(ā) ∪ ¬ϕ(ā)
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همه ی مجموعه ی Diag(A) از منظور است. سازگار Diag(A) ∪ T ∪ ϕ({̄a}) ͬ کنیم م ادعا .A = ⟨ā⟩M دهید: قرار

مشترک زیرساختار ͷی A زیرا ͬ رسیم م تناقض به شود ثابت ادعا این اگر برقرارند. A در که است χ(ā) سورِ بدونِ فرمولهای

.N |= ¬ϕ(ā) و M |= ϕ(ā) و است M,N از

که طوری به ͬ شود م یافت χ(ā) ∈ Diag(A) مانند سوری بدون فرمول دراین صورت نباشد، درست ادعا اگر

T |= ϕ(ā) → ¬χ(ā)

بنابراین

¬χ(ā) ∈ Γ

پس

M |= ¬χ(ā)

داریم و است سور بدون فرمولِ ͷی ¬χ(ā) اما

A |= χ(ā)

.

میدانهای تئوری بودن کامل و حقیقͬ بسته ی میدانهای تئوری در سور حذف ۵ . ٣

حقیقͬ بسته ی

در زیر اصول شامل تئوری را RCF تئوری L = {+,−, ·, ٠, ١, <} زبانِ در حقیقͬ). بسته ی میدانهای (تئوری ١٣٣ تعریف

ͬ گیریم: م نظر

مرتب حقیقͬ میدانهای اصول •

∀a [(∃x x٢ = a) ∨ (∃x x٢ = −a)] •

دارای فرد درجه با چندجمله ای هر دیͽر، عبارت (به {∀a٠, . . . , a٢n+١ ∃x a٢n+١x
٢n+١ + · · · + a٠ = ٠}n∈N •

باشد.) ریشه

ثابت گذشته درسهای در که قضایائͬ ولͬ است؛ اول مرتبه ی غیر کاملا́ تعریفͬ حقیقͬ، بسته ی میدانهای تعریف که کنید دقت

بیان نیز، معادل اول مرتبه ی بندی اصل ͷی است. کرده فراهم حقیقͬ بسته ی میدانهای برای را بالا اصل بندی امͺان کردیم

چندجمله ای هاست. برای میانͬ مقدار  ͬ ویژگ

است. آن برای مدل ͷی R = (R,+, ·,−, ٠, ١) زیرا است سازگار RCF تئوری .١٣۴ توجه

دیͽر، بیان به .RCF ≡ Th(R) که شد خواهد نتیجه این از است. کامل تئوری ͷی RCF که کرد خواهیم ثابت ادامه در

اول مرتبه ی ͬ های ویژگ همه ی (یعنͬ باشد حقیقͬ اعداد میدان با مقدماتͬ هم ارز که است حقیقͬ بسته ی صورتͬ در میدان ͷی

باشد). داشته را حقیقͬ اعداد میدان
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گفته این شود، ثابت اصول این بودن کامل اگر پس هستند. الͽوریتم ͷی توسط تولید قابل RCF اصول که کنید دقت

به یادشده). زبان (در ͬ کند م تولید را حقیقͬ اعداد مورد در درست حقایق تمامͬ که دارد وجود الͽوریتمͬ که ͬ شود م اثبات

شد. خواهد نتیجه RCF اصول از الͽوریتم، آن از استفاده با حقیقͬ اعداد مورد در قضیه ای هر دیͽر، بیان

ͬ کنیم. م ثابت RCF برای را سور حذف بودن، کامل اثبات از پیش

ͬ کند. م حذف را سورها L = {+,−, ., ٠, ١, <} زبان در RCF .١٣۵ قضیه

همچنین باشند. RCF برای مدل دو M٢ = (M٢,+,−, ., ٠, ١, <) و M١ = (M١,+,−, ., ٠, ١, <) کنیم فرض اثبات.

از که چیزی تنها و نیست RCF برای مدلͬ لزوماً A که کنید توجه باشد. M٢ و M١ از مشترک زیرساختار ͷی A کنیم فرض

هرگاه ͬ نامند م صحیح حوزه را R حلقه که ͬ کنیم م یادآوری است. مرتب صحیح حوزه ͷی A که است این ͬ دانیم م آن

∀x, y ∈ R x.y = ٠ → x = ٠ ∨ y = ٠.

یعنͬ باشند. M٢ و M١ در A صحیح̧ حوزه ی کسرهای میدان ترتیب به D١(A), D٢(A) که کنید فرض

D١(A) = {m
n

∈M١|m,n ∈ A}

میدان با ایزومرف آنها دوی هر واقع در هستند. ایزومرف یͺدیͽر با میدان، دو عنوان به D٢(A) و D١(A) صورت این در

است: شده تشͺیل زیر هم ارزی رابطه ی تحت m
n

اعضای از که هستند A کسرهای کانونͬ

m

n
=
m′

n′ ⇔ mn′ = nm′

میدانهای عنوان ′Aبه
١, A

′
٢ که دهید نشان و Aاست ترتیبِ توسیع که است ترتیبی Di(A)دارای هر که دهید نشان .۶۴ تمرین

هستند. ایزومرف هم با نیز مرتب

داریم: را زیر دیاگرام پس هستند. حقیقͬ میدان دو هر Di(A) که کنید دقت همچنین

M١ M٢

D١(A)

OO

∼= D٢(A)

OO

A

bbFFFFFFFFF

<<xxxxxxxxx

ترتیب حفظ با M٢ و M١ داخل در D٢(A) و D١(A) حقیق̞ͬ بستار ترتیب به rcl٢(D٢(A)) و rcl١(D١(A)) کنید فرض

داریم: را زیر دیاگرام پس ایزومرفند. هم با آندو کردیم، ثابت گذشته بخشهای در آنچه به بنا باشند.

M١ M٢

rcl١(D١(A))

OO

∼= rcl٢(D٢(A))

OO

D١(A)

OO

∼= D٢(A)

OO

A

eeKKKKKKKKKKK
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دهیم نشان ͬ خواهیم م بͽیرید. نظر در را φ : ∃x ψ(x, a) فرمول .a ∈ A و باشد سور بدون فرمول ͷی ψ کنید فرض حال

اگر

∃c ∈M١ M١ ⊨ ψ(c, a)

آنگاه

∃d ∈M٢ M٢ ⊨ ψ(d, a).

فرمول هر اتمͬ). عطفهای فصل (یعنͬ نوشت عطفͬ نرمال صورت به را آن ͬ توان م است سور بدون ψ(x, a) که آنجایی از

فرض زیر صورت به ͬ توان م را ψ فرمولِ پس است. چندجمله ای ͷی f آن در که است f(x̄) > ٠ صورت به زبان این در اتمͬ

کرد:

ψ :
∨∧

(fi(x) > ٠ ∧ hi(x) = ٠)

ادامه برای است کافͬ است مشخص بالا فرمول از که همانطور هستند. A در پارامتر با چندجمله ای هایی hiها و fiها آن در که

که باشد داشته وجود M١ در c عنصر کنیم فرض بͽیریم. نظر در را
∧
i∈I(fi(x) > ٠ ∧ hi(x) = ٠) تنها ∧اثبات

i∈I

(fi(c) > ٠ ∧ hi(c) = ٠)

ͬ گیریم م نظر در را زیر حالت دو

h(c) = پس باشد. آنها از ͬͺی h[x] ∈ A[x] چندجمله ای کنیم فرض باشد. داشته وجود تساوی بالا فرمول در (١

در d عنصر c متناظر گرفت نتیجه ͬ توان م دارد وجود rcl١(D١(A)) در چندجمله ای ها ریشه اینکه به توجه با .٠

ͬ شود. م ثابت حͺم و h(d) = ٠ که دارد وجود rcl٢(D٢(A))

M١تعداد در f که ͬ دانیم م .f(c) > ٠ که ͬ گیریم م نظر در را f [x] ∈ A[x] چندجمله ای نباشد. بالا فرمول در تساوی (٢

اینکه به توجه با باشد. f ریشه دو بین c که گرفت نظر در ͬ توان م پس نیست ریشه c که آنجایی از دارد. ریشه متناهͬ

است f دوریشه بین که دارد وجود rcl١(D(A)) در c′ مانند عنصر ͷی پس دارند قرار rcl١(D١(A)) در f ریشه های

که حالتͬ برای را اثبات همین ماست. نظر مورد d عنصر همان rcl١(D٢(A)) در عنصر این تصویر .f(c′) > ٠ و

ببخشید. توسعه باشیم داشته چندجمله ای ͷی از بیش

اثبات در را مهمͬ بسیار نقش ترتیب واقع (در ͬ کند. نم حذف را سورها L = {+,−, ., ٠, ١} زبان در RCF .١٣۶ توجه

ͬ  کنیم. م بیان را زیر تمرین موضوع این بهتر درک برای ͬ کند.) م ایفا بالا قضیه

فرمول که دهید نشان .۶۵ تمرین

∃y x = y٢

آنها از ͬͺی در مشترک، عنصر ͷی که بسازید RCF برای مدل دو است کافͬ کار این برای ندارد. سور بدون معادل RCF در

منفͬ. دیͽری در و باشد مثبت

زیرا هستند یͺسان ترتیب بدون و ترتیب دارای زبان های در RCF مدل ͷی در پذیر تعریف مجموعه های .١٣٧ توجه

x < y ⇐⇒ ∃z y − x = z٢.
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ͷی دارای فرمول هر ترتیب بدون زبان در کنید ثابت دارد، سور حذف ترتیب دارای زبان در RCF اینکه به توجه با .۶۶ تمرین

است. وجودی معادل

ͬ رسیم. م زیر نتایج به سور حذف ͬ های ویژگ و ١٣۵ قضیه به توجه با

.M١ ≡ M٢ آنگاه M١,M٢ |= RCF اگر یعنͬ است؛ کامل RCF .١٣٨ نتیجه

بستار شامل̞ دو، هر پس هستند. نیز Q شامل و میدان مدل، دو این باشند. RCF برای مدل دو M٢ و M١ کنیم فرض اثبات.

هستند. Q حقیقͬ

است جبری حقیق̞ͬ اعداد از متشͺل میدان دقیقاً Ralg که دهید نشان ͬ دهیم. م نشان Ralg با را Q حقیق̞ͬ بستار .۶٧ تمرین

صورت بدین که میدانͬ که دهید نشان دیͽر بیان به هستند). Q در ضرایب با چندجمله ایهای ریشه ی که ͬ ای حقیق اعداد (یعنͬ

است. حقیقͬ بسته ی ͬ شود، م تعریف

و ͬ شود م حفظ زیرساختارها تحت است، سور بدون معادل دارای ϕ که آنجا از ϕ جمله ی هر برای حال

M١ |= φ⇒ Ralg |= φ⇒M٢ |= φ.

.RCF ⊢ φ اگر تنها و اگر φ ∈ Th(R) داریم، φ جمله برای بنابراین .RCF ≡ Th(R) .١٣٩ نتیجه

کاملا ͬ های ویژگ مدل دو هر کامل تئوری ͷی در (زیرا .R ≡ R اگر تنها و اگر است حقیقͬ بسته میدان ͷی R .١۴٠ نتیجه

دارند.) یͺسانͬ

کند. تولید را حقیقͬ اعداد مورد در درست جملات همه ی که داریم الͽوریتمͬ یعنͬ است. پذیر تصمیم Th(R) .١۴١ نتیجه

جبری جذاب نتیجه ی چند ۶ . ٣

باشد زیر صورت به مجموعه های از متناهͬ بولͬ ترکیب ͷی X هرگاه نامیم جبری١ شبه را X ⊆ Rn مجموعه .١۴٢ تعریف

{x | f(x) > ٠}

است. جبری شبه {x |ax٢ + bx < ٠ , cx٣ + dx۵ = ٠} مجموعه مثال برای

داشته وجود R تئوریِ زبان در ϕ(x̄) سورِ بدون فرمولِ ͷی اگروتنهااگر است شبه جبری X ⊆ Rn مجموعه ی ͷی پس

که طوری به باشد

X = {ā|R |= ϕ(ā).}

اگروتنهااگر است شبه جبری X ⊆ Rn مجموعه ی ͷی پس است. سور بدون فرمول ͷی معادل R در فرمول هر طرفͬ از

ͬ آورد. م فراهم جبری قضیه ی برای اثباتͬ ساده، مشاهده ی این باشد. پارامتر)  (با فرمول ͷی توسط تعریف پذیر

١Semialgebraic

٧٣



(Rn روی X (تصویر π(X) صورت این در باشد جبری شبه X ⊆ Rn × Rm اگر (٢ (تارسͺͬ‐سایدنبرگ .١۴٣ قضیه

است. جبری شبه

صورت این در باشد، جبری شبه X ⊆ Rn × Rm کنید فرض اثبات.

π(X) = {x ∈ Rn | ∃y ∈ Rm (x, y) ∈ X}.

صورت این در باشد شده تعریف φ(x, y) فرمول با X کنیم فرض

X = {(x̄, ȳ ∈ Rn+m : R |= ϕ(x̄, ȳ)}

همچنین

π(X) = {x ∈ Rn | ∃y ∈ Rm φ(x, y)}.

جبری شبه π(X) پس ͬ کند؛ م تعریف شبه جبری مجموعه ی ͷی یعنͬ است، سور بدون معادل دارای ∃y φ(x, y) فرمول اما

است.

f ∈ R(x) کنید فرض .x = (x١, . . . , xn) و باشد حقیقͬ بسته میدان ͷیR کنیم فرض هیلبرت) ١٧ (مسأله .١۴۴ قضیه

a عنصر هر برای که طوری به باشد) g(x)/k(x) مانند چندمتغیره  چندجمله ای های کسر صورت به (یعنͬ باشد گویا تابع ͷی

.f = h٢
١ + · · ·+ h٢

n که طوری به دارند وجود h١, . . . , hn گویای توابع صورت این در .f(a) ≥ ٠ باشیم داشته R در

نیست. مربعات مجموع f عنصر R(x) میدان در صورت این در نباشد. گویا توابع مربعات مجموع f کنیم فرض اثبات.

F میدان در باشد، R(x) حقیقͬ بستار این F اگر پس است. منفͬ f آن در که است حقیقͬ بستار ͷی دارای R(x) بنابراین

بنابراین .f < ٠ داریم

F |= f < ٠.

این با .f ∈ R(x̄) و x̄ ∈ F آن در که گرفت نظر در f(x̄) عنصر صورت به ͬ توان م را F میدانِ در f عنصر که کنید دقت

داریم: نگاه

F |= ∃x f(x) < ٠.

است! x متغیر همان بالا، در x̄ عنصر

F در R پارامترهای با که فرمولͬ هر سور،  حذف به بنا .R ⊆ F و هستند RCF برای مدلهایی دو هر R,F طرفͬ از

زیرساختارها تحت سور بدون فرمولهای و است سور بدون معادل دارای فرمول هر (زیرا است درست نیز R در باشد، درست

R(x) در مقادیر تمامͬ ازای به f بودن مثبت فرض با تناقض در این و R(x) |= ∃x f(x) < ٠ بنابراین ͬ شوند). م حفظ

است.

کرد. ثابت را زیر تمرین در شده اشاره قضیه ی ͬ توان م مشابه ایده ای با

ایده آلِ ͷی برای است. J در pi هر که دهد نتیجه
∑m

i=١ p
٢
i ∈ J هرگاه ͬ نامیم م حقیقͬ ایده آل ͷی را J ⊆ F [X̄] ایده آل

.J شامل حقیقͬ ایده آل کوچͺترین با است برابر J حقیق̞ͬ رادیͺال J دلخواه

٢Tarski-Seidenberg
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صورت این در باشد. F [X̄] در ایده آلͬ I و باشد حقیقͬ بسته F کنید فرض ریشه ها٣) حقیقͬ ضعیف (قضیه .۶٨ تمرین

نباشد). حلقه کل با برابر و باشد ناتهͬ (یعنͬ باشد سره ایده آل ͷی I حقیق̞ͬ رادیͺالِ اگروتنهااگر است ناتهͬ VF (I)

.(F در چندگوناها و F [X̄] حقیق̞ͬ ایده آلهای میان (تناظر کنید بیان را ریشه ها حقیقͬ قضیه .۶٩ تمرین

٣Weak Real Nullstellensatz
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